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BEDINGTES ARTINSCHES SYMBOL 
MIT ANWENDUNG IN DER KLASSENKORPERTHEORIE 


Von 
LADISLAUS REDEI (Szeged), korrespondierendem Mitglied der Akademie 


Durchgdngige Bezeichnungen : 

O(...) die Anzahl der Elemente einer endlichen Menge, insbeson- 
dere die Ordnung einer endlichen Gruppe. 

g(...) der Grad eines Relativkérpers (von endlichem Grade).' 

G(...) die Galoissche Gruppe eines Galoisschen Relativkérpers. 

{...} die durch die eingeklammerten Elemente erzeugte Gruppe. 

n beliebige nattirliche Zahl. 

“1 eine feste positive Primzahl. 

§2 ein absolut algebraischer Zahlkérper endlichen Grades. 

H eine Weber—Takagische Idealgruppe in 92,2 von der wir ohne 
wesentliche Einschrankung der Allgemeinheit annehmen diirfen, daB die 
(zugehdrige) Klassenzahl eine Potenz (>1) von / ist.’ 

§ die Klassengruppe von £2 mit der Hauptklasse H. Man pflegt 
© eine /-Klassengruppe zu nennen. 

e, die Anzahl der durch /” teilbaren Invarianten von §. 

I’ das Maximum der Invarianten von { (d. h. e, =... 2e,> 


> Cv41 = Cvy42 =... = 0). 
C,C’,... irgendwelche Klassen, d. h. Elemente von &. 
A, A’,... solche Klassen, fiir die A’ = A’'’—...—H gilt (das sind 


H und die Klassen /-ter Ordnung). 


1 Ein Relativkérper wird iiblicherweise mit ...|... bezeichnet, wo links und rechts 
der Oberkérper bzw. Grundkérper zu stehen hat. Beztiglich Relativkérper sagen wir oft 
»Grad* statt ,Relativgrad* usw. 

2 Beziiglich der Grundbegriffe und Hauptsdtze der Klassenkérpertheorie, sowie der 
in dieser iiblichen Terminologie und Bezeichnungsart verweise ich ein fiir allemal auf die 
Arbeiten von Hasse [1]. (Mit [ ] verweisen wir auf das Literaturverzeichnis am Schlub. 
unserer Arbeit.) 

3 Q und H bleiben fiir die ganze Arbeit als festgew4hlt betrachtet, alle iibrigen 
Begriffe, die oben noch folgen, sind aus diesen zwei Angaben 2, H abgeleitet. Wenn 
nichts anderes gesagt wird, so spielt 2 die Rolle eines ,Grundkérpers*. 
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%,, die Gruppe derjenigen A, die von der Form C"' (d. h. 1" '-te 
Potenzen) sind.‘ 

®,, der H zugeordnete Klassenkérper von £2. Die Unterkérper von 
Q,,|Q nennen wir kurz Klassenkérper, insbesondere §2,, den vollen 
Klassenkorper. 

K, K’,... Klassenkérper vom Grade / iiber 22. 

K,,Ki,... relativzyklische Klassenkérper vom Grade /" iiber 22. 
(Diese existieren nur fiir n =.) Insbesondere bedeuten also Kj, Kj, .. 
dasselbe wie K,K’,... Man _ setze noch bequemlichkeitshalber 
Ko Ko... = a 

M, die Menge derjenigen K, iiber denen es mindestens ein K,, gibt.’ 

IT,(n = v) das Produkt® der K(€Wi,). 

2, das Produkt der K; (i= 7). Wir nennen £2, kurz den n-ten 
Klassenkorper. Insbesondere ist 22, = 2,, I, =£,. Es werde 2,—2 
gesetzt. 


fa das Artinsche Symbol fiir beliebige Klassenkérper 4 in_,in- 


varianter Schreibweise“.’ 


§ 1. Einleitung 


Es ward mir klar, da§ in meiner friiheren Arbeit [5] eine Verallgemei- 
nerung durchzufiihren ist, um hierdurch die bequemere Anwendbarkeit zu 
sichern. Zum Zweck dieser Verallgemeinerung schien mir ndtig, alles von 
Grund aus neu aufzubauen, ohne: dabei die Kenntnis von [5] vorauszusetzen. 
(Dementsprechend werden wir hier tiber die auch schon in [5] eingefiihrten 
Begriffe so sprechen, als wenn sie uns erst jetzt aufgetaucht waren.) Vieles 
wird hier ausfiihrlicher besprochen, auch werden teils andere Bezeichnungen 
und Benennungen eingefiihrt. Selbst die gemeinte Verallgemeinerung wird 
unter anderem zur Folge haben, daf man gewisse Aufklaérungen tiber die 


4 Fir n>» ist &, die Gruppe mit dem einzigen Element H (d. h. O(%,)=1 fiir 
n>»). 
5 Fir n >» ist M, die leere Menge (d. h. O(M,) =O fiir n > »). 
® Unter dem Produkt k,...k, von Unterkérpern eines Kérpers verstehen wir den 
sogenannten zusammengesetzten K6rper, d. h. den durch die Elemente von k,,...,k, er- 
zeugten Unterk6rper. 
A\  (A|@ xy Nab. 
CH YAY fa = =] (“€ C), wobei rechts die iibliche Schreibweise des Artinschen 
A A 
Symbols steht, wofiir man kiirzer auch (=| zu schreiben pflegt. Da (=| nur von der 


ee Se ued oe) 
Klasse abhangt, der ( angehért, so ist die invariante Schreibweise fa eindeutig und da- 
her berechtigt. 
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Einheiten in $2 gewinnen kann, wortiber wir naheres in der Bemerkung 2 am 
Schlu8 von § 2 sagen werden. 

Ein Hauptproblem der Zahlentheorie ist, daB man von den blofen 
Angaben 82, H ausgehend die Struktur von § bestimmt, womit wir die 
Berechnung (von y und) der Zahlen e, (n—=1,...,”) meinen. Zum grofen 
Teil ist die Klassenkérpertheorie aus diesem Problem entsprungen ; umgekehrt 
liefert diese die Lésung des Problems durch die Konstruktion des vollen 
Klassenkérpers §2,,. Prinzipiell steht dieser Konstruktion nichts im Wege. 
Man kann so vorgehen, da8 man Klassenkorper K, in gentigender Zahl kon- 
Struiert, aus denen sich §2,, zusammensetzen 148t. .Selbst die Konstruktion 
eines K, kann so geschehen werden, daB man nach und nach die Glieder der 
K, eindeutig zugehdrenden Koérperkette K = K, CK, C.., CK, konstruiert. Dabei 
ist der Relativk6rper Ki|Ki-1 zyklisch vom Grade /, weshalb sich K, durch n 
elementare Kérperkonstruktionen erreichen |a6t. Wie einfach das auch gelautet 
hat, so steckt doch eine Menge Unsicherkeit dahinter, denn man kann ja 2, 
im allgemeinen auf sehr verschiedene- Weise aus Kérpern K,, zusammensetzen, 
eine Freiheit, die aber auch tiberfltissige Arbeit verursachen kann. Man muB 
sich deshalb offen eingestehen, daB man bisher iiber kein geniigend ausge- 
arbeitetes Verfahren zur Konstruktion von 2, und zur Erforschung der Struk- 
tur von § auf klassenkérpertheoretischer Grundlage verfiigt. Der Zweck un- 
serer Arbeit ist unter anderem, diesem Mangel mit einem ,invarianten Ver- 
fahren“ abzuhelfen. ; 

Die Fiihrerrolle wird ein gewisses (zweiwertiges) Symbol ° 


D A 


spielen, das wir bedingtes Artinsches Symbol nennen.”” Diese Benennung haben 
wir deshalb gewdhlt, da (1) begrifflich dem Artinschen Symbol nahe steht 


‘8 Eine Kérperkonstruktion nennen wir elementar, wenn es sich um eine relativ- 
zyklische Erweiterung vom Relativgrade / handelt. Die Ausfiihrung solcher Konstruktionen ist 
-bekanntlich als eine allgemein erledigte Aufgabe anzusehen (ob der Ausgangskérper die 
i-ten Einheitswurzeln enthalt oder nicht enthdlt). 

K|2 


9 Die vollstindige Bezeichnung von (1) ware (~| . In der Arbeit [5] haben wir 
n 


(1) mit (K, C), bezeichnet, obige Bezeichnung scheint aber vorteilhafter zu sein. Hier bemer- 
ken wir, daB wir die Benennung ,bedingtes Artinsches Symbol* in der Arbeit [5] noch nicht 
verwendet haben. Ferner bemerken wir, daB wir in einer friiheren Arbeit [4] ein Symbol 
{a,b,c} eingefiihrt haben, das fiir c|ab einem Spezialfall von (1) gleichkommt. 

10 Nach Fropenius. nennen wir bei festem C die Menge aller Klassen C‘(/¥ i) eine 
Abteilung (von ©). Offenbar bilden die Abteilungen eine Einteilung von $ in Aquivalenz- 
klassen. Wir werden sehen (vgl. (7)), daB (1) fiir alle Klassen C gleich ist, die in einer 


K 
Abteilung liegen. Deshalb diirfte man fiir (1) die ,,invariante Schreibweise“ (a) einfiihren, wo- 
Jn 
bei & die durch C reprasentierte Abteilung bezeichnet. 
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und (im Fall n = 2) nur fiir gewissen Bedingungen geniigende K, C existiert 
(s. die Definition am Anfang von § 2). Unser Hauptsatz (s. § 2) wird lehren, 
daB die Struktur von § sich sehr tibersichtlich mit Hilfe von Symbolen (1) 
erforschen la6t." Und zwar werden sich von einer gewissen Matrix M, aus- 
gehend nach einem einfachen Algorithmus weitere Matrizen M2, Ms, ... bilden 


n 


lassen, wobei M,, aus Elementen (4) besteht, so daB e, eben als die Anzahl der 


Spalten von M, kenntlich wird.” 

Nach dem Gesagten kénnen wir in unserem Algorithmus ein vollkomme- 
nes Werkzeug zur Untersuchung von § erblicken, das in theoretischer Hinsicht 
nichts zu wiinschen iibriglaBt, aber in konkreten Fallen miissen zur effektiven 
Ausfiihrung des Algorithmus auch die Werte der Elemente von M,, berechnet 
werden; hierzu wird die Konstruktion von gewissen Klassenkérpern K, 
notig. Unser Algorithmus wird uns auch den kiirzesten Weg angeben, auf dem 
man die nétigen Konstruktionen ausfiihren kann, und zwar so, da gleich- 
zeitig auch 2,, entsteht, als Produkt der konstruierten Kérper K,. Dabei wird 
die so geschilderte Art der Konstruktion von 2, nach einer strengen Syste- 
matik eingerichtet, die einem jede tiberfliissige Miihe erspart. 

Es gilt auch allgemeiner, daS wenn man in unserem Algorithmus bis. 
zur Bestimmung der Zahlen e,,...,é@, vorgedrungen ist, so liefert das Pro- 
dukt der inzwischen konstruierten Kérper K; eben den n—1-ten Klassenkérper 
Qin= iy A ee 1): 

; Die in unseren Resultaten zu erzielende Eleganz wird dem Begriff 
des bedingten Artinschen Symbols zuzuschreiben, weshalb sein Biirgerrecht 
zweifellos dasteht. Wir bemerken hierzu, daf uns zur Schaffung dieses 
Begriffs eine lange Reihe vorheriger Untersuchungen mit zwingender Kraft 
angeleitet hat (vgl. das Literaturverzeichnis am Schluf8 unserer Arbeit [7]), 
aber auch ohne uns schon hier auf diese Untersuchungen zu berufen, kénnen 
wir dem Leser den Begriff des bedingten Artinschen ‘Symbols mit einem 
einfachen klassischen Beispiel nahebringen. Wir meinen das rationale biquad- 
ratische Restsymbol (F) von DIRICHLET. Dieses definiert man insbesondere 


fiir positive ungerade Primzahlen 6==p=1 (mod 4) unter der Bedingung 
a 
B= 
D 
‘t Genauer gesagt, werden dabei unter allen Symbolen (1) nur die (=) beniitzt, 


weshalb zu unseren Zwecken genug gewesen ware, das bedingte Artinsche Symbol nur in 
diesem einfachsten Spezialfall zu definieren. Die gréBere Allgemeinheit wird uns keine 
Mihe verursachen und kann bei den Anwendungen niitzlich sein. 

2 Die Folge M,, Mo,... wird im wesentlichen eindeutig bestimmt sein, weshalb sie 
als eine Invariante von 2 und H anzusehen ist. 
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wobei links das Symbol von LEGENDRE steht, und zwar versteht man dann 


Page 
unter dem Symbol (2), die Zahl 1 oder —1, je nachdem a ein biquadra- 


tischer Rest mod p oder kein solcher ist. Nun gilt auch 


@ esceran 


wobei R der rationale Zahlkérper, R(i) der GauBsche Zahlkorper, z eine 
ganze Zahl in R(i) mit der Norm p ist, und rechts das 4-te Potenzrest- 


symbol in R(i) steht. Hiernach kommt das Dirichletsche Symbol (4) einem 
4 


(gewohnlichen !) Potenzrestsymbol in R(i) gleich, aber seine Existenz ist an 
die Bedingung gekniipft, dag das (einfacher gebaute) Restsymbol (*) den 


Wert 1 hat. Um diesem Tatbestand Ausdruck zu geben, wollen wir das 
Dirichletsche Symbol ein bedingtes Potenzrestsymbol nennen. Da das (gewéhn- 
liche) Potenzrestsymbol seine weitstgehende Verallgemeinerung im Artinschen 
Symbol hat, so erblicken wir auch schon in dieser einfachen Bemerkung 
liber (2) einen Ansatz zur Definition des bedingten Artinschen Symbols. In 
der Tat wird letzteres Symbol das bedingte Dirichletsche Retsymbol als Spe- 
zialfall in sich enthalten, wie wir das in der Arbeit [7] sehen werden. Aus 
diesen Griinden kénnen wir sagen, da& das bedingte Artinsche Symbol eine 
Synthese des Dirichletschen und des Artinschen Symbols ist.’** 

Wir gliedern unsere Arbeit so: 

Im § 2 sprechen wir von der Definition des bedingten Artinschen Sym- 
bols und seinen zwei Produktregeln ausgehend mdglichst schnell unseren 


13 Das oftmalige Auftreten des Dirichletschen Symbols in sehr verschiedenen Fragen 
ist hinlanglich bekannt. Man wei® auch, daB (2) kein duBerer Schmuck, sondern eine 
wesentliche Eigenschaft dieses Symbols ist, da man oft gendtig ist, (=) durch die rechte 

4 
Seite von (2) zu ersetzen. Von dem bedingten Artinschen Symbol sind ebenfalls weitere 
Anwendungen zu erwarten, auch auf anderen Gebieten, ferner muS man sich dazu vor- 
bereiten, daB man wahrend der Untersuchungen von den bedingten Artinschen Symbolen 
eventuell auf gewdhnliche Artinsehe Symbole iibergehen soll. (Solches wird bei uns im § 6 
geschehen.) : 

“4 Insbesondere bietet (2) zur Anwendung des Reziprozitatssatzes in R(i) eine Még- - 
lichkeit. So kommt man zur Reziprozitatsformel 


Paha? 
QJa\ DJs a); 
wobei p,q verschiedene positive Primzahlen,=1 (mod 4) sind, ({)=1 ist, 7, ganze 


Zahlen in R(i) sind mit der Norm p_ bzw. q, ferner x=1 (mod 2) ist, und rechts das 
quadratische Restsymbol in R(é) steht. Diese Formel hat Verfasser mehrmals verwendet 
(vgl. [7]). Eine neue, interessante Anwendung findet sich bei Kuropa [3]. S. auch Reépez [6]. 
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Hauptsatz aus, dem wir dann noch einen Zusatz und Bemerkungen folgen 
lassen. 

Im §3 beschreiben wir unseren Algorithmus. 

Im § 4 folgt die Abfassung einiger Lemmas und weiterer Satze, die sich 
mit wenig Ausnahme ebenfalls auf das bedingte Artinsche Symbol beziehen 
und zum Beweis des Hauptsatzes ndtig werden. 

Im §5 beweisen wir die Lemmas und Satze. 

Im §6 beschreiben wir die auf dem Hauptsatz beruhende _,invariante 
Konstruktion* des vollen Klassenk6rpers. 

In der nachstehenden Arbeit [7] wenden wir unsere Resultate auf den 
Spezialfall der 2-Ringklassengruppe des quadratischen Zahlk6rpers an, wodurch 
unter anderem auch ein langersehnter Abschluf8 der Theorie der Pellschen 
Gleichung entstehen wird. 


§ 2. Das bedingte Artinsche Symbol. Zwei Produktregeln. Hauptsatz 


DEFINITION. Wenn K, C, 7 so beschaffen sind, da iiber K mindestens 
ein K,, vorhanden (d. h. K€ i,), ferner die Ordnung der Artinschen Symbole 


3 
Pee =| 
(3) (z (kK, >K) 
invariant und =/ ist, so sagen wir, da das bedingte Artinsche Symbol 

7, 
@) (}, 
existiert und setzen 

K Ke 

(5) (e]— ow (K)——1, 


je nachdem die gesagte (gemeinsame) Ordnung 1 oder / ist. Wir nennen nr 
den /ndex des bedingten Artinschen Symbols (4). (Vgl. Satz 5 im § 4.) 


Insbesondere existiert ts stets, da im Fall n—1 der Zahler von (3) 
1 


nur K sein kann und die Ordnung von bs gleich 1 oder / ist. 


Offenbar gilt fiir die Hauptklasse H 


(6) iy =1 (KEM; 2=1,..., 7). 
Ferner folgt aus obiger Definition und der multiplikativen Eigenschaft 


des Artinschen Symbols, daB mit (4) zusammen auch alle a] existieren und 


15 Da M,, (n > v) die leere Menge ist, so kommen nur die n< » als Indizes in Frage. 
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dann 

(7) (a). (6). (Lyi, 
bzw. 

(8) & a5 (ili) 
as ; 


Es gelten die folgenden zwei Produktregeln, die wir im § 5 beweisen: 


SATz 1. (Produktregel des bedingten Artinschen Symbols nach dem 
Nenner.) Existieren fiir gegebene n,K,C,C’(C=+C’) mindestens zwei der |+-1 
bedingten Artinschen Symbole 
(9) fa (Ge — Gc, oe CO. Cs Go se eg Co ca; 
so existieren alle. Ist das der Fall, so sind sie entweder alle gleich 1 oder ist 
genau eins unter ihnen gleich 1. 


SATz 2. (Produktregel des bedingten Artinschen Symbols nach dem 
Zahler.) Existieren fiir gegebene n, C,K, K’'(K+=K’) mindestens zwei der 1+-1 
bedingten Artinschen Symbole 


m0) ( ee} (K” cKK), 


so existieren alle. Ist das der Fall, so sind sie entweder alle gleich 1 oder ist 
genau eins unter ihnen gleich 1.” 


Um unseren Hauptsatz ‘formulieren zu kénnen, miissen wir vorerst 
einige einfache Begriffe einfiihren. 

Betrachten wir bei beliebigem n endliche (rechteckige) Matrizen von 
der Form 


16 Wegen (7) tritt!° in Kraft. 
17 Die ohnehin augenscheinliche Dualitat der Satze 1,2 kommt noch mehr ans Licht, 
wenn fiir die bedingten Artinschen Symbole die in!° erwahnte invariante Schreibweise 


(=) gebraucht und das Produkt ©’ zweier verschiedener Abteilungen ©, ©’ als die Menge 
n 


der (verschiedenen) Klassen 

eag (nicht gleichzeitig /|i, /) 
definiert wird, wobei C,C’ je eine beliebige Klasse in © bzw. G’ bezeichnen. Dann handelt 
es sich ndmlich in (9) und (10) in voller Symmetrie um /+-1 Symbole von der Form - 


(=) (6" < 66), 
CO" In 


bzw. 


( =) (Kk CKK’). 
Cn 


(11) M=1(K?) (K?) | 
Cc n Cc” " 

die wir als Funktion der Variabeln 

(12) eT es eee 

(13) ae eS es 


auffassen; wir wollen uns nur ausbedingen, daBb die Kérper (13) unabhangig”® 
sind und die Elemente von M existieren.” 


Die Matrix M nennen wir ausreduziert, wenn sie eine Diagonalmatrix 
ist, d. h. die Elemente auBerhalb der Diagonale gleich 1 sind, und in der 
Diagonale die Elemente 1 den Elementen —1 vorangehen. 


Unter einer elementaren Zeilentransformation der Matrix (11) verstehen 
wir die Ersetzung einer Klasse C” durch eine Klasse C” —(C°)'C® (res; 
f= Ty ell). Ahnlich verstehen wir unter einer elementaren Spaltentrans- 
formation von (11) die Ersetzung eines Kd6rpers K® durch einen Kérper 
K” KK, -K” (roes).” Beide Art dieser Transformationen nennen wir 
schlechthin elementare Transformationen der Matrix (11). Aus den Satzen 1,2 
folgt sofort die Richtigkeit der folgenden Aussage : 


Die Matrix M kann man mit Hilfe elementarer Transformationen und 
Permutationen der Zeilen und Spalten ausreduzieren. 


Nunmehr verstehen wir unter einer (ersten) Ableitung der Matrix M 
jede solche Matrix, die aus M so entsteht, daB man sie ersfens ausreduziert, 
zweitens die zu den Diagonalelementen —1 gehdrenden Zeilen und Spalten 
streicht, drittens in der tibriggebliebenen Matrix den Index n der Elemente zu 


18 Namlich ,unabhangig diber 2“. Im allgemeinen sagen wir, da6B die Unterkérper 
k,,...,k,(2k) eines Kérpers unabhdngig tiber einem gemeinsamen Unterkérper k sind, 
wenn 


&(ky.. kK, |k) = 8 (ky |). . Ck, |) 


gilt. (Man pflegt hierfiir auch zu sagen, da6 k,,...,, einander iiber k nicht reduzieren.) 
Wir bemerken hier, da® in der Arbeit [5] an zwei Stellen irrtiimlicherweise ,algebraisch 
unabhangig* statt ,unabhdngig“ steht. ° 

19 Es ist eine beabsichtigte Asymmetrie, die auch in unseren Hauptsatz einziehen 
und eine wichtige Rolle spielen wird, da® wir nur von den Zahlern und nicht auch von 
den Nennern der von uns in Betracht gezogenen Matrizen Unabhangigkeit verlangen. 

20 Bei obiger Definition der Zeilen- und Spaltentransformationen hat man zu beriick- 
sichtigen, daB sehr wohl auch C —C) (r+s) sein kann, dagegen K”, K“) fiir r+-s ver- 
schieden sind. Die Bezeichnungen C”, K” haben wir den Satzen 1,2 angepaBt. 
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n-+1 erhoht." Wegen dieser Erhéhung der Indizes ist natiirlich die Existenz 
der Elemente einer Ableitung, d. h. die der Ableitung, im allgemeinen frag- 
lich. Wir sagen, daB die Matrix M ableitbar ist, wenn alle die eben gesagten 
(,formalen*) Ableitungen wirklich existieren. Ist die Matrix M ableitbar und 
sind alle Ableitungen von ihr wieder ableitbar, so nennen wir sie zweimal 
ableitbar. Es versteht sich jetzt schon von selbst, was wir unter einer beliebig 
oft ableitbaren Matrix M und einer k-ten Ableitung (k=O) von ihr zu ver- 
stehen haben. (Die 0-te Ableitung ist M selbst.) Wir nennen M, M°,... eine 
Folge aufeinanderfolgender Ableitungen von M, wenn darin jedes Glied 
M” (k=1,2,...)-eine Ableitung des vorangehenden Gliedes (also M™ eine 
k-te Ableitung von M) ist. . 


HauPTsatz. Man nehme ein (endliches) System A”, A®,... erzeugen- 
der Elemente der Gruppe %, aller A und eine Basis” K',K®,... der Menge 
M, aller K. Die zugehérige Matrix 


KM) (Ke 

Ge), Ge), 

(14) M, = tse kaa 
1 


2 2 
A” A”), 


ist beliebig oft ableitbar und in jeder Folge 
(15) M,, Mp,... 


threr aufeinanderfolgenden Ableitungen ist dié Anzahl der Spalien von M,, 
gleich e,(=1,2,...). Insbesondere ist also v die gréfte Zahl, fiir die M, 
nicht leer ist. 


BEMERKUNG 1. Nach der Definition der Ableitung besteht M, aus lauter 


Elementen von der Form fe . Mit mehr Eleganz 148t sich der Hauptsatz 


so aussprechen, daB man auch fir A”, A®,... eine Basis® von YW, nimmt. 
Dann ist fiir jedes n die Matrix M, quadratisch vom Typ eé, Xé,, ferner bilden 


21 Die Ableitung ist wegen der Mehrdeutigkeit des Ausreduzierens von M auch mehr- 
-deutig. Sie kann unter Umstd1den auch die leere Matrix sein. Auch die Ableitung einer 
leeren Matrix definieren wir, und zwar verstehen wir darunter wieder die leere Matrix. 

2 Unter einer Basis der Menge 32, verstehen wir jedes System von méglichst vielen 
‘unabhangigen'8 Kérpern K. (Vgl. die Verallgemeinerung in*4.) 

23 Wie gewohnt verstehen wir unter einer Basis einer endlichen Abelschen Gruppe 
jedes System unabhdngiger erzeugender Elemente (+1) von Primzahlpotenzordnung. (Die 
letzte Forderung ist von selbst erfiillt — wie auch in unserem Falle — wenn es sich um 
Gruppen von Primzahlpotenzordnung handelt.) 
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dann die Nenner und Zahler in M, je eine Basis* der Gruppe 2%, bzw. der 
Menge ,, was aus dem Beweis im §5 klar wird (vgl. hierzu Lemma 1 und 
den Schlu8 von Lemma 3 im §4). Es folgt, daS dann die Matrizenfolge (15) 
bis auf Zeilen- und Spaltenpermutationen und elementare Transformationen 
der Glieder eindeutig bestimmt, also in diesem Sinne invariant ist. Hiernach 
liefert der Hauptsatz, wie schon gesagt, ein invariantes Verfahren zur Erfor- 
schung der Struktur der Klassengruppe §. Der allgemeine Fall, wo man 
namlich fiir die Nenner in M, beliebige Erzeugende A"’,...,A° von % 
nimmt (t=e,), unterscheidet sich vom vorigen natiirlich nur wenig, trotzdem 
ist diese, in dem Hauptsatz steckende grdfere Allgemeinheit sehr wichtig. 
Vor allem bemerken wir, daB dann M, (n=1,...,7) offenbar vom Typ 
(e,-+t—e,)x<e, ist, ferner bilden die Nenner und Zahler in M, immer noch 
ein System e,-+f—e, erzeugender Elemente von %,, bzw. unverandert eine 
Basis von ,, was aus dem Beweis im §5 ebenfalls klar wird. 


Zusatz. Nimmt man im Hauptsatz eine Matrix M, vom Typ txe, an 
(t=e,) und reduziert die Matrix M, in (15) aus, so werden die Nenner in den 
letzten t—e, Zeilen alle gleich der Hauptklasse H. 


BEMERKUNG 2. Die Bedeutung des Zusatzes besteht in folgendem. Es 
werde angenommen, daf man irgendwie eine endliche Gruppe S bestimmt 
hat, fiir die eine Homomorphie 
gilt, und man eine homomorphe Abbildung S— A(S) von < auf Y, kennt 
(SES, A(S)EY%,), endlich auch eine Basis $,..., 8° von © bestimmt hat. 
(Diese Voraussetzungen kénnen in der Praxis oft in sehr natiirlicher Weise 
in Erfiillung gehen.) Wir wollen S eine abundante Erzeugung von YI, nennen, 
womit wir darauf hinspielen, da{ die Klassen A im allgemeinen mehrfach in 
der Form A(S)(S€G) erzeugt werden. Offenbar wird %f, durch die Klassen 

AS)? Aes 
erzeugt, die man also als Nenner zur Bildung von M, in (14) verwenden 
kann. Die Berechnung der Ableitungsfolge (15) kann dann so geschehen, dah 
iiberall, wo Satz 1 zur Anwendung kommt, das Produkt zweier Klassen nach 
der aus (16) folgenden Regel 

A(S)A(3) = A(SS) ($, 7 €S), 
also im wesentlichen innerhalb der Gruppe S berechnet wird. Der Zusatz 
fiihrt auf diesem Wege zu der Aussage, daf fiir gewisse Gruppenelemente 


x” (i=1,...,t—e,), 


*4 Ganz allgemein verstehen wir unter einer Basis einer Menge von (relativ) Abel- 
schen K6rpern ky\k, ..+,K,|k von endlichem Grade jedes System von Unterkérpern k’, k’,... 
von k,...k,|k, wofiir k’k’...=k,...k, gilt, ferner k’,k’,... unabhangig und vom Prim- 
zahlpotenzgrad tiber k sind. (Die k,,..., k,, sollen dabei Unterkérper eines festen Kérpers sein.) 


BEDINGTES ARTINSCHES SYMBOL 1! 


durch die namlich nach dem Ausreduzieren von M, die Nenner in den letzten 
t—e, Zeilen in der Form 


A(5) (i=1,...,f—e) 
ausgedriickt werden, diese Klassen gleich der Hauptklasse H sind. Die wich- 
tige Bedeutung dieser Aussage und hierdurch selbst des Zusatzes wird uns 
erst aus der anschliefenden Arbeit [7] klar, wo wir den Hauptsatz auf die 
2-Ringklassengruppe des quadratischen Zahlkirpers mit Hilfe einer abundan- 
ten Erzeugung © von Y%, anwenden und auf diesem Wege unter anderem 
fenaue Antwort auf das Problem des Vorzeichens der Norm der Ringeinhei- 
ten des K6rpers (d. h. der Lésbarkeit der Pellschen Gleichung x’—dm’y’ = 
== —1) gewinnen werden. (Vgl. den Schlu8 von § 1.) Entsprechendes ist auch 
in anderen Fallen mit Recht zu erwarten, dai man namlich durch den 
Hauptsatz und Zusatz auch Aufklaérungen tiber die in H liegenden Einheiten 
von $2 gewinnt, vorausgesetzt, daB man es mit einer abundanten Erzeugung 
von %, zu tun hat. Hierin liegt die eigentliche Bedeutung der am Anfang 
erwdhnten Erweiterung unserer Untersuchungen gegeniiber denjenigen in 
unserer friiheren Arbeit [5], wo namlich der Hauptsatz (ohne den Zusatz) 
enger, na4amlich nur fiir solche Matrizen M, in (14) bewiesen wurde, in denen 
A”, A®,... eine Basis von %, ist. Diese friihere engere Fassung hat fiir die 
Anwendungen eine unangenehme Schwerfalligkeit verursacht. (Ein anderer 
»Zusatz“ fand sich auch in [5], der mit obigem nichts zu tun hat und hier 
mit passenden Anderungen in § 6 eingearbeitet wird.) 


§ 3. Algorithmus zur Erforschung der Klassengruppe 


Die im § 2 beschriebene Aufstellung einer Folge M,,M,,... in (15) 
nennen wir den Algorithmus zur Erforschung der Struktur der Klassengruppe 
. Da nach dem Hauptsatz mit ihm der Reihe nach die Zahlen e, = --- e,> 
> ,41—=0 bestimmt werden. so teilen wir ihn entsprechend in y+ 1 ,,Schritte“ 
ein, die wir der Reihe nach fiir n—1,...,”-+1 den e,-Schritt des Algorith- 
mus nennen werden. Wir wollen diese Einteilung so machen, da allgemein 
die Ausfiihrung des e,-Schrittes zur Bestimmung von e, eben ausreicht. 

Zu diesem Zweck nennen wir eine Matrix M, in (15) nach den Zeilen 
reduziert, wenn diese von der Form 
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ist, wobei die Teilmatrix (+1) aus Elementen +1 besteht, und an den leeren 
Stellen lauter-Elemente 1 stehen. (Es wurde beriicksichtigt, dai M, mindes- 
tens so viel *Zeilen wie Spalten hat.) Das Ausreduzieren einer Matrix M, 
kann man immer in zwei Teilen ausfiihren, so namlich, daB man sie zuerst 
mit Zeilen- und Spaltenpermutationen und Anwendung von Satz 1 nach 
den Zeilen reduziert, dann mit Anwendung von Satz 2 ausreduziert. Wir 
bemerken, dafi dieser ,zweite Teil‘ des Ausreduzierens an der Anzahl 
der Diagonalelemente 1 offenbar nicht mehr dndert. Wegen des Haupt- 
satzes folgt hieraus, daB es zur Berechnung von e, (n = 2) geniigt, die Matrix 
M,,.; in (15) nach den Zeilen zu reduzieren (statt ihre Ableitung M, zu bil- 
den), und zwar wird e€, = €n-1—fn, wobei r, die Anzahl der Elemente —1 
bezeichnet, die in der Diagonale von M,-; auftreten, wenn diese nach den 
Zeilen reduziert wird. (Also ist r, eine Invariante der Matrizen M,-1.) Nach 
allem diesen definieren wir die e,-Schritte endgiiltig wie folgt. 

Der e,-Schritt soll in der Aufstellung einer Basis K®,...,K®) von Mi, 
bestehen. Der e,-Schritt soll darin bestehen, daB man erzeugende Elemente 
A, A@),... von YI, bestimmt und die so bekanntgewordene Matrix Yt, in 
(14) nach den Zeilen reduziert. Der e,-Schritt (2 = 3,...,”-+ 1) soll darin 
bestehen, daB man von einer nach den Zeilen reduzierten Matrix M,-2 aus- 
gehend, diese ausreduziert, dann die zu den Diagonalelementen —1 gehd- 
renden Zeilen und Spalten streicht, und in der tibriggebliebenen Matrix den 
Index n—2 der Elemente zu n—1 erhdht, endlich die so gewonnene Matrix 
M,,-: (die eine Ableitung von M,-2 ist) nach den Zeilen reduziert. Man sieht, 
dafi die so definierten e,-,..., @,4:-Schritte offenbar den ganzen Algorithmus 
ausmachen und im allgemeinen durch den e,-Schritt die Zahl e, (== e@.-1—Ta) 
bekannt wird.”° 


§ 4. Lemmas und weitere Satze 


Wir sprechen hier noch die folgenden Lemmas und S&atze aus, die wir 
mit.den Satzen 1,2, dem Hauptsatz und Zusatz vom § 2 zusammen erst im 
§ 5 beweisen. 


LEMMA 1. Es gelten die Formeln 


[“"—] 
I—1’ 
Die Menge MN, ist in dem Sinne abgeschlossen, daB alle K(— IT,) wieder zu MN, 
gehéren. Eine Basis von XI, und auch von WM, besteht aus e, Elementen. 


(17) O(n) =, OM») = 


& (IT,,| 2) = 1". 


*> Man beriicksichtige, da®B insbesondere der ev+i-Schritt zu einer nach den Zeilen 
reduzierten Matrix My fiihrt, in der alle Diagonalelemente gleich —1 sind, die also offenbar 
auch schon ausreduziert ist. Somit bedeutet der ev41-Schritt in der Tat, daB8 der Algorithmus 
mit ihm schon beendet ist. 
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LEMMA 2. Gehére zu einem K im Sinne der Klassenkérpertheorie die 
Untergruppe 4 vom Index | von §.% Dann und nur dann gilt KEM, wenn*™ 


(18) fr" "= gr 
ist. (Vgl. Satz 4.) 


LEMMA 3. Das bedingte Artinsche Symbol (K) existiert dann und nur 


dann, wenn 

(19) Feu, Con 
gelten. In diesem Falle ist dann und nur dann 
(20) (K) =, 
wenn 

(21) Cég 


gilt, wobei } dasselbe bedeutet, wie im Lemma 2. (Vgl. Satz 5.) Insbesondere 


A 
(22) KEM, AEM, 
gelten. 
Satz 3. Uber einem K,, existiert dann und nur dann mindestens ein Kat's 
wenn * 


(23) : i ahi 
fiir alle A gilt.” . 


Satz 4. Zu einem Paar ae = 2),K gibt es ein K, tiber K (d. h. K gehért 
in Mn) dann und nur dann, wenn es tiber K mindestens ein Ky-1 gibt (d. h. 


K in Mh-1 gehdrt) und 
K 
4) i), 
fiir diejenigen A gilt, fiir die die linke Seite existiert. (Ein Gegenstiick zu 
Satz 3.) 


26 Obige Redeweise ist nicht ganz korrekt, gibt aber zu keinem Mi®verstandnis AnlaB. 
Genau gesprochen meinen wir mit h die Gruppe derjenigen Klassen, die sich aus den Ele- 
menten der zu K gehdrenden Idealgruppe bilden lassen. 

27 Fir eine Abelsche Gruppe G bezeichnet G' die Gruppe er r-ten Potenzen der 


Elemente von G. 
28 Die rechte Seite 1 von (23) bezeichnet den identischen Automorphismus von K,. 


29 Obiger Satz nebst Formel (17) riihrt fiir den Spezialfall der absoluten Klassen- 
gruppe eines quadratischen Zahlkérpers von Reicuaror [8] her. Dieser Satz kommt bei uns 
erst im §6 zur Anwendung. 


existiert also (X) dann und nur dann, wenn 
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n 


Satz 5. Das bedingte Artinsche Symbol (4) (n = 2) existiert dann und 


nur dann, wenn es itiber K mindestens ein K, gibt (d. h. KEM, gilt) und 


i) existiert, ferner die Bedingung 


K’ 
(25) (e)* wi: 
fiir diejenigen K’ erfiillt ist, fiir die die linke Seite existiert. 


§ 5. Beweis 


Hier beweisen wir unsere Lemmas (in § 4), Satze (in §§ 2,4), den 
Hauptsatz und Zusatz (in § 2). Wir machen einige Vorbereitungen. 

Stets bezeichne }, eine Untergruppe von §, wofiir 5/b, zyklisch von der 
Ordnung /" ist. Insbesondere fiir §, schreiben wir auch b, wie schon in den 
Lemmas 2, 3. Bekanntlich sind die K, und §, im Sinne der Klassenkérper- 
theorie einander paarweise zugeordnet. 

Mit (y) bezeichnen wir die Gruppe aller Charaktere von $. Selbst y soll 
ein beliebiges Element von (y) bezeichnen. Mit (y”) werde die Untergruppe 
von (y) bezeichnet, die aus den y” besteht, wofiir also (y’) = (x)’ gilt. 

Mit 2, bezeichnen wir ein beliebiges Element /"-ter Ordnung von (y). 
Insbesondere fiir 4, schreiben wir auch 2. Bekanntlich (vgl. HAssE [2]) sind 
die Untergruppen G von § und die Untergruppen G’ von (y) einander paar- 
weise zugeordnet, wenn dabei G die Gruppe derjenigen C bedeutet, fiir die 
y(C) = 1 (~€ GC’) gilt. Es gilt auch die Isomorphie $/G ~ G’. Hiernach sind 
insbesondere die §, und {4,} einander zugeordnet. Noch spezieller (Fall n = 1) 
sind auch die § und {A} einander zugeordnet. Ferner gehdren offenbar %, 
und (y') einander zu. 

Wir betrachten einem Klassenkérper stets auch diejenige Untergruppe von 
(xz) als zugeordnet, die der ihm zugeordneten Untergruppe von § entspricht. 
Diese Zuordnung ist monoton, d. h. fiir zwei Klassenkérper 4,, 4, und die 
zugeordnete Untergruppen G,, G, von (y) bedingen 4,c 4, und G, CG, 
einander gegenseitig. Insbesondere sind die K, und {A,} einander zugeordnet. 

BEWEIS VON LEMMA 1. Die Formel (17,) folgt sofort aus der Definition 
von %, und der Theorie der endlichen Abelschen Gruppen. 

Nach obigem sind die Kérper K(€M,) und die Gruppen {aE \ einan- 
der zugeordnet. Diese Gruppen stimmen mit den Uniergruppen /-ter Ordnung 
der Gruppe (2") =(y)"" iiberein. Da diese Gruppe isomorph mit "~~ 
ist und letztere Gruppe genau e, Invarianten hat, so ist die Anzahl der ge- 
nannten Untergruppen bekanntlich gleich der rechten Seite von (17,), womit 
diese Formel bewiesen ist. 
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Ferner folgt aus dem Gesagten, daf& der Kétper ZZ, und die durch alle 
2" erzeugte Gruppe einander zugeordnet sind. Letztere Gruppe besteht aus 
denjenigen Elementen von (y)"""’, die von der Ordnung </ sind. Die Anzahl 
dieser Elemente ist /‘, woraus (17,) folgt. 

Die Abgeschlossenheit der Kérpermenge ‘Mt, ergibt sich daraus, dab 
umgekehrt alle Untergruppen /-ter Ordnung von (y)""" von der Form {2”" * 
sind. 

Aus (17,), (17;) folgen auch die Behauptungen iiber die Basen von X%, 
und /7,, womit Lemma 1 bewiesen ist. 


BEWEIS VON LEMMA 2. Zuerst nehmen wir K€ Mt, an. Das bedeutet, 
daB f eine Untergruppe 6, enthalt. Fir diese gilt in einer selbstverstandlichen 
Schreibweise die Zerlegung in Nebengruppen 


(26) = (H, X,X2,....,X"-) ba 

mit einem geeigneten X(€). Wegen h,&bh und O(9/b) =/ folgt hieraus 
(27) Sh Ls OP CSP €or, dita) ) oe 

Wegen (26) ist X'”€5,, weshalb sich nach (27) 

(28) 5" Sh, 


ergibt. Wegen (26) gehért X’” nicht in §,, also nach (28) noch weniger in 
f""’, woraus (18) folgt. 

Nehmen wir umgekehrt (18) an. Es gehére h die Untergruppe {4} von 
(%) zu. Andererseits gehdren §’""’ und §"”’ offenbar die Gruppen G’ und G” 
derjenigen Charaktere x zu, fiir die y”~' in {A} liegt, bzw. dem Hauptcharak- 
ter 1 gleich ist. Wegen (18) gilt G’=_ G”, somit gibt es ein y mit 


x” € {a}, =e 1. 
Dann ist y von der Ordnung /", ferner gilt {7} {A}, weshalb zu {7} ein 
h. (Sb) gehdrt. Dies bedeutet K €M,,, womit Lemma 2 bewiesen ist. 

Zu spateren Zwecken bemerken wir, daB die linke Seite von (18) fir 
die verschiedenen K(€M,) verschieden ist. Wir haben nadmlich gesehen, 
daB zu f'" die Gruppe derjenigen Charaktere y zugeordnet ist, fiir die 
x’ €{d} ist, woraus die Richtigkeit der Behauptung folgt. 


BEWEIS VON LEMMA 3. Als Vorbereitung beweisen wir, da8 wenn } fiir 
ein festes n mindestens ein §, enthadlt, dann die ), (©b) eben "zum 
Durchschnitt haben. 

Es gehére namlich h zu {4}. Der genannte Durchschnitt gehért dann zu 
der durch diejenigen 4, erzeugten Gruppe, fiir die 2\"" — 4 gilt. Diese Gruppe 
wird auch durch die x mit y'”’€ {A} erzeugt, ist also gerade die Gruppe G’ 
im vorigen Beweis von Lemma 2. Da G’ zu fh!" gehért, so ist die Behaup- 
tung richtig. 
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Zur Existenz von f ist wegen der Definition vor allem nétig, daf 


(19,) gilt. Deshalb diirfen wir beim Beweis von Lemma 3 das Erfiilltsein von 
(19,) von vornherein annehmen. Hieraus folgt nach Lemma 2 auch die Giil- 
tigkeit von (18). 

Wir schicken noch die Bemerkung voran, daB die K,(2K) und §,(&5) 
offenbar einander zugeordnet sind. 

Nunmehr wollen wir zuerst zeigen, daB (unter der gemachten Annahme 
(19,)) die Aussagen (20), (21) Aquivalent sind. Wegen der Definition des 
bedingten Artinschen Symbols und einer Grundeigenschaft des Artinschen 
Symbols bedeutet (20) nach der eben gemachten Bemerkung, daf C in allen 
.(&), d. h. in ihrem Durchschnitt §’* liegt. Damit haben wir die behauptete 
Aquivalenz von (20), (21) bewiesen. Da (19,) eine Folgerung von (21) ist, so- 
steht das gewonnene Resultat mit Lemma 3 im Einklang. 

Im iibrigen Teil des Beweises diirfen wir also (neben der schon friiher 
gemachten Annahme (19,)) auch noch annehmen, daB (21) nicht gilt, und 
dann haben wir nur noch zu beweisen, daf (19,) notwendig und hinreichend 


zur Existenz von (K] ist. 


Erstens nehmen wir (19,) an. Dann ist C eine ["'-te Potenz, somit 
sind alle el mit K,=K von einer Ordnung =/. Wir haben also wegen 


der Definition des bedingten Artinschen Symbols nur zu zeigen, dafh die 


gesagten (“:] ungleich 1 sind, d. h. C auferhalb aller b,(€ 5) liegt. 


Zu diesem Zweck setzen wir wieder (26) an, woraus auch (27) folgt. 
Dies ergibt 
G == (Hj XX, oye XK) 6. 
Da wegen (19,) auch (18) gilt, so folgt hieraus 
9" =(H, x} xr ot Xe ty ge, 
Da ferner (21) nicht gilt, so ergibt sich 
Cé xi! h 


mit einem { (—1,...,/—1). Auf der rechten Seite liegt der erste Faktor nach 
(26) in keinem §,(© 6), wahrend der zweite Faktor nach obigem in allen 
h.(& 5) enthalten ist. Hiernach liegt C auBerhalb aller §,(&6), was wir zu 
zeigen hatten. 


yr-l 


Zweitens nehmen wir die Existenz von (K) an. Da (21) nicht gilt, so 
Kn 


ist dieses Symbol gleich —1. Das bedeutet, daB C 


) fr alle K,(2K) von 
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l-ter Ordnung ist. Folglich gilt 


(29) C€ b, 
und C’€h, fiir alle },(&6). Aus letzterem folgt nach obigem 
(30) cen 
_Nehmen wir noch an, daB (19,) falsch, d. h. 
(31) cEg” 


ist. Wir werden aus (29) bis (31) einen Widerspruch ableiten, womit der Beweis 
beendet wird. 


Gehore § zu {A}. Dann bedeuten (29) bis (31) der Reihe nach: 


apn-1 
=A, 


1)-¢n(C)==1 fiir jedes, 7, mit A, 
2) x(C')=1 fiir jedes y mit 7'""' € {2}. 
3) An-1(C) +1 fiir mindestens ein 4,_1. 
Wegen 1), 2) ist 4,(C) eine Einheitswurzel /-ter Ordnung, also gibt es nach 
3) ein 4,1 und ein / derart, daB 


Fs (39) er (C) os 1. 
yn-l 


Dies bedeutet 4,(C)—1 ftir 4,4, ai... Da aber 4" =2" "= gilt, so 
sind wir zu einem Widerspruch mit 1) gekommen. Das beweist Lemma 3. 

BEWEIS VON SATz 1. Bezeichne G eine beliebige Untergruppe von %. 
Liegen zwei der im Satz 1 genannten /+1 Klassen C” in G, so tun das alle. 
Wenden wir dies mit G={"" an, so folgt aus der ersten Aussage im 
Lemma 3 sofort die Richtigkeit der ersten Behauptung von Satz 1. Die 
Anwendung des vorigen mit G=f!"* und die zweite Aussage im Lemma 3 
lehren, daB alle Symbole (9) gleich 1 sind, wenn das fiir irgend zwei 
dieser Symbole gilt. | 

Zum vollstandigen Beweis von Satz 1 brauchen wir nur noch zu zeigen, 
dab mindestens eins der Symbole (9) gleich 1 ist, wenn alle existieren. Nun 
bedeutet diese Annahme wieder nach der ersten Aussage im Lemma 3, daf 


(32) KE Mtn 
und fiir alle C” in (9) 
(33) oo 


yn-l 


gilt. Da die K zugeordnete Untergruppe § vom Index / ist, so hat § den 
Index 1 oder / in der rechten Seite von (33), somit folgt aus (33) offenbar, 
da fiir mindestens eins der genannten C” sogar 

Cc” en 
gilt. Dies und (32) besagen nach der zweiten Aussage im Lemma 3 eben 
die Richtigkeit des ibriggebliebenen Teils von Satz 1, womit dieser Satz 
_vollstandig bewiesen ist. 


2 Acta Mathematica 
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BEWEIS VON SATz 2. Aus der im Lemma 1 bewiesenen Abgeschlossen- 
heit von Mt, folgt fiir die im Satz 2 genannten /+1 Korper K”, daB sie alle 
in Mt, liegen, wenn das fiir zwei unter ihnen gilt. Hieraus folgt nach der 
ersten Aussage im Lemma 3 die Richtigkeit der ersten Behauptung von Satz 2 

Wir bezeichnen mit b, h’ die K bzw. K’ zugeordnete Untergruppe von $. 
Diese sind vom Index / und voneinander verschieden, also ist ihr Durch- 
schnitt 
(34) dD=hnh’ 
vom Index ? in § mit nichtzyklischer Faktorgruppe /d. Bezeichnet noch 
)” die K” zugeordnete Untergruppe von §, so durchlauft h” eben die /+1 
Untergruppen von § mit der Eigenschaft 

oe a 
Hieraus folgt 
(35) we = pas gr" ; 


Nehmen wir nunmehr an, da8& die Symbole (10) existieren. Nach Lemma 2 
und der ersten Aussage im Lemma 3 ist dann das zweite ,—“ Zeichen in 
(35) unméglich. Nach der dem Beweis von Lemma 2 angefiigten Bemerkung 
sind die Gruppen in der Mitte von (35) fiir die verschiedenen h” verschieden. 
Diese haben den Index / in der rechten Seite von (35), somit hat die linke 
Seite von (35) einen Index =? in der rechten Seite. Wegen (34) muf dieser 
Index genau / sein, zugleich schreibt sich (35) genauer als 


(36) pr! c ae c gn " 


Es ist auch klar, dafB die 74-1 verschiedenen Gruppen in der Mitte von (36) 
paarweise die linke Seite zum Durchschnitt haben und ihre Vereinigungs- 
menge gleich der rechten Seite ist. Wenn also C irgendeine Klasse in der 
rechten Seite von (36) ist, so ist diese entweder in allen Gruppen §””"~ 
oder in genau einer dieser Gruppen enthalten. Dies bedeutet nach der zweiten 
Aussage in Lemma 3 eben die Richtigkeit des tbriggebliebenen Teils von 
Satz 2, womit wir diesen Satz bewiesen haben. 

BEWEIS VON SATZ 3. Die Behauptung dieses Satzes laBt sich offenbar 
so aussprechen: Ein }, enthalt dann und nur dann mindestens ein §n»y1, wenn 
YW, Sb, gilt. 

Erstens nehmen wir ein Gruppenpaar },, fry: mit fbkObn an. Wir 
zerlegen in Nehengruppen 


(37) Hae (H, Xp X14) 2 yp KPO) Ba 
mit Hilfe einer passenden Klasse X. Dann muf gelten: 
(38) be ae(H, XP Key eS) Boa. 


Wegen (37) schreibt sich jedes A in der Form 
(39) A=X'Y. (YE Bust) 
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Aus A'=H, Y'€bai1 folgt X*€bn41. Nach (37) gilt also /"*|i/, I"|i. Wegen 
(28), (39) folgt hieraus AE bn, also gilt Y%,&b,. 

Zweitens nehmen wir umgekehrt %,Cbh, fiir ein }, an. Dies bedeutet 
(x')S {An}, wobei die rechte Seite die h, zugeordnete Untergruppe von (7) 
ist. Hieraus folgt ; 

(40) dn = 7 

mit einem passenden x, ferner muf dann y von der Ordnung /"*', d.h. gleich 
einem 4,4: sein. Hierfiir gilt wegen (40) auch {2,41} {4,}, somit ist die der 
linken Seite zugeordnete Untergruppe },1: in §, enthalten. Satz 3 haben wir 
bewiesen. 

BEWEIS VON SATZ 4. Wir diirfen KE€Mt,-1 annehmen, da sonst K€ Mi, 
unméglich ist, und dann haben wir zu beweisen, da die bei (24) ausge- 
sprochene Bedingung notwendig und hinreichend ist, damit KE Mt, gilt. 

Wieder gehére K zur Untergruppe von $. Nach Lemma 3 ist (in 
einer von selbst klaren Schreibweise) 


(41) yk ee es 
notwendig und hinreichend, damit (*) = -—1 ist. (Dabei ist die rechte 


n-1 ; 
Seite von (41) wegen K€ Mi,-1 und Lemma 2 nicht leer.) Nach Lemma 2 geniigt 
es also zu zeigen, da® (41) dann und nur dann fiir kein A gilt, wenn 


(42) As Ge 
ist. 

Erstens nehmen wir an, da& (41) fiir kein A gilt. Das bedeutet, dah 
die rechte Seite von (41) aus lauter Elementen von einer Ordnung = P be- 
steht. Dann 1a8t sich 
(43) aH NX, X82 PX) 
setzen, so da& X ein Element aus einer Basis der linken Seite ist und eine 
Ordnung = /? hat. Da ferner X nicht in ” gehdrt, so folgt leicht, dab 
X! nicht in gehéren kann, also (42) gilt. 

Zweitens nehmen wir das Gegenteil an, dai namlich (41) fiir ein A gilt. 
Hieraus folgt 

9° = (H, A, A,..., A) 5", 
und weiter hieraus folgt wegen A!—H auch "=f", d. h. das Nicht- 
bestehen von (42). Wir haben Satz 4 bewiesen. 


BEWEIS VON Satz 5. Wir diirfen gleich K€, annehmen, da sonst 


as nach Lemma 3 nicht existiert. 


Erstens nehmen wir die Existenz von (K) an. Nach Lemma 3 gilt dann 


Cx" 


{2 
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k 


mit einer Klasse X. Existiert also irgendein (] sur was insbesondere fiir 


K’==K gewif der Fall ist — und gehdrt K’ zu einer Untergruppe h’ von 9, 
so gilt wegen O(O/h’)=/ auch X'€h’, also C ef". Hieraus folgt nach” 


Lemma 3 das Bestehen von (*] ==]; 
M n-1l 


Zweitens nehmen wir an, dab (K) nicht existiert. Dann gibt es nach 


Lemma 3 eine gréBte ganze Zahl r vs 

6 (Osrsn—2 
Im Fall r<n—2 sind wir mit dem Beweis fertig, da dann BE nach 
demselben Lemma nicht existiert. Es bleibt also nur noch der Fall 
(44) C= x"? 


zu betrachten, wobei X eine Klasse bezeichnet, die keine /-te Potenz ist. Die 
Ordnung von X ist mindestens /""', da sonst C =H ware, was ja unmdéglich 
ist. Es gibt also einen Charakter 2,1, so daB &,-1(X) eine Einheitswurzel 
I""'-ter Ordnung ist. Zu {2,1} gehdrt eine Untergruppe §,-1 von , die dann 
in einer Gruppe  enthalten ist. Diese gehért zu age 5 Es seien K’,Ki-1 die 
bzw. zu , §,-1 gehérenden Kérper (K’&K;,-1). Nach Lemma 2 (angewendet auf 
kK’ statt K) ist wegen K’EMt,-1: 


(45) ph" +H" 


Wegen A(X) = 1 liegt X nicht in §, somit folgt aus (44), (45) offenbar, 
daB C nicht in fh!" liegt. Dies und (44) besagen nach Lemma 3, daf 


(*) wn eye ist. Satz 5 haben wir in allen Fallen bewiesen. 


BEWEIS DES HAUPTSATZES. Nach Lemma 1 besteht eine Basis von I, 
und auch von Wt, aus je e, Elementen. Hiernach hat die Matrix M, in (14) 
mindestens e, Zeilen und genau e, Spalten. Gleich bemerken wir, daB also 
nach dem Bildungsgesetz der Ableitung alle Matrizen in (15) mindestens 
soviel Zeilen wie Spalten enthalten. 

Wir setzen fiir ein festes n voraus, daB M, n—1-mal ableitbar ist und 
in jeder n—1-ten Ableitung M, von M, die Nenner und Zahler erzeugende - 
Elemente von %,, bzw. eine Basis von WM, bilden, woraus nach Lemma 1 
schon folgt, da M, mindestens e, Zeilen und genau e, Spalten hat. Die 
Voraussetzung ist nach obigem insbesondere fiir n= 1 erfiillt. Wir zeigen, 


da® aus ihr die dhnliche Aussage fiir n+1  statt n folgt, womit wir den 
Hauptsatz bewiesen haben werden. 
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Betrachten wir eine beliebige der genannten Matrizen M, und nehmen 
diese so an: 


KY) i Ken) 

a0), (a0, 
(46) M,—\(K Kien) 

(as), ~ (ie) 


(Diese A® und K sind im Fall n>1 nicht dieselben wie im Hauptsatz, 
aber es wird kein Mifiverstandnis entstehen, da wir es im Beweis nur noch 
mit (46) zu tun haben werden.) Es geniigt zu zeigen, dafB jede (formale) 
Ableitung M,,,, wirklich existiert und in ihr die Nenner und Zahler erzeu- 
gende Elemente von %,.; bzw. eine Basis von ‘Mi,.,; bilden. Im Falle n> vy 
ist M, leer, also auch M,,4; leer, weshalb die Behauptung fiir diesen Fall 
richtig ist. Wir brauchen nur noch den Fall n = vr zu betrachten. Zur Bildung 


einer Matrix M,.; haben wir M, zuerst auszureduzieren. Wir wollen die Be- 


zeichnung (46) nach dem Ausreduzieren behalten. Bezeichne dann s die Anzahl 
der Elemente 1 in der Diagonale von M,,. Diese sind die ersten s Elemente 
der Diagonale. AuGer den tibrigen e, —s Diagonalelementen —1 hat M,, lauter 
Elemente 1. 

Hiernach folgt aus den Satzen 1, 2 sofort, daf 


) Ui. 


bei festem K(€W,,) fiir alle A(€%,) bzw. bei festem A(€%,) fiir alle K(€ Mi,,) 
dann und nur dann 1 ist, wenn 


(48) K SK, , KM), 

bzw. 

(49) AELAWY, 5. .5AO, ACH, 3 
gilt. 


Beriicksichtigen wir auch, dafi (47) nach dem’Schluf von Lemma 3 


eben nur fiir die K(€Dt,), A(€,) definiert ist, so folgt aus der ersten obiger 


zwei Aussagen tiber (47) und aus dem (fiir n +1 statt n angewandten) Satz 4, 


dafB die K in (48) eben Wi,,; ausmachen. Wegen der Unabhangigkeit von 


“Ty 


(50) KP gow, Ket 
bilden also diese Kérper eine Basis von Wi,,;:. Hieraus folgt nach Lemma 1 
auch s — é,.;. Insbesondere fiir n = v bedeutet dies wegen e,,;—O, daB M,,: die 


leere Matrix ist. Da auch %,.:, Mts: leer sind, so ist die Behauptung fiir 


_ diesen Fall richtig. 


Ferner folgt im Fall 1=n=v—1 aus der zweiten obiger zwei Aus- 
sagen und dem (fiir n+1 statt n angewandten) Satz 5, daf alle 
K Myatt 1) (%) Alen+0) 
(51) (+. (KE Dini; AE{AY, -. 5 AO, Ao? ..}) 
existieren. 
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Da nun eine beliebige der genannten Matrizen M,,; so entsteht, daf 
man aus einer ausreduzierten Matrix M, die zu den Diagonalelementen —1 
gehdrenden Zeilen und Spalten streicht, so lehren die gewonnenen Resultate, 
daB die Zahler (50) in M,4: eine Basis von Yt,41 bilden und alle Elemente 
von M,.,1 existieren (weil namlich diese Elemente lauter Symbole (51) sind), 
d. h: selbst M,.4.; existiert. Die Nenner in M,,; sind aus den Nennern A®, 
A®,... in M, so entstanden, daSB man (e,—S—=)€n—€nsi dieser Klassen 
gestrichen hat. Da ferner die Nenner in M, die Gruppe %, erzeugen, so 
erzeugen die Nenner in M,,; eine Gruppe, deren Ordnung mindestens 

[> n-ene Dd O(L,,) = O(Mns1) 

ist (vgl. (17,)). Andererseits ist wegen (51) die gesagte Gruppe nach 
dem Schlu8 von Lemma 3 in %,,; enthalten, somit muB sie gleich 1.1 sein. 
Alle Behauptungen tiber die (formalen) Ableitungen M,4:, also auch den 
Hauptsatz haben wir bewiesen. 

BEWEIS DES ZUSATZES. Man nehme M, als Fall n==¥ von (46) gleich 
ausreduziert an. Bezeichne A den Nenner in einer der letzten t—e, Zeilen 
von M,. Wir haben A =H zu beweisen. Da M, ausreduziert ist, so gilt 


( 
() = (i === hy nihjies): 


Da diese K'” nach dem Hauptsatz eine Basis von WM, bilden, so folgt aus 
Satz 2 allgemeiner 


‘ 


K 
(4) — 1 (KE M,,). 
Hieraus folgt nach den Lemmas 2, 3 
AeA 
fiir alle Untergruppen vom Index / von §, fiir die 
te 3 ili 


ist. Das bleibt auch nach der Aufhebung der letzteren Einschrankung trivial 
richtig. Es ist nun klar, da6 der Durchschnitt aller §”~' gleich H ist, folg- 
lich gilt AH. Damit ist der Zusatz bewiesen. 


§ 6. Konstruktion 


Hier wollen wir sehen, wie man auf Grund unseres Hauptsatzes den 
vollen Klassenkérper $2, konstruieren und hierdurch die Struktur der Klassen- - 
gruppe  effektiv bestimmen kann. Wir schicken zwei leichte Hilfssdtze voran. 


HILFSSATZ 1. Sind die zwei Artinschen Symbole 


(e} (é) 
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von der Ordnung 1, so lapt sich ein i (~=1,.. -,4—1) mit 


ile) 


bestimmen. Fiir dieses i gilt 


Kn rH vay, 
| Cc” ax (CV == CC) 
HILFSsATz 2. Sind die zwei Artinschen Symbole 
Ke on 
Lanes (n= m=z 1) 


von der Ordnung 1, wobei keiner der Zdhler im anderen enthalten ist, so lépt 
sich ein Ki (CKaKn) mit 
te) 
C 


folgenderweise bestimmen. Man nehme zwei Elemente 0,0 der Galoisschen 
Gruppe © = G(K,.Kin,|2) so, dap * 


o— (“| fiir Kn, C= 1 fiir Kies 


gelten, nehme dann eine Untergruppe ©, von &, so daB ©, das Element eo 
enthdlt und die Faktorgruppe ©/@®, zyklisch von der Ordnung I" ist. Dieser 
Untergruppe © gehoért im Sinne der Galoisschen Theorie ein passender Unter- 
kérper Ki von K,Kin|$2 zu. Man bemerke fiir den Fall m<n, da® dann 
K,, Ki nicht unabhangig sind, d. h. einen gemeinsamen Ko6rper K enthalten. 

Hiervon bedarf Hilfssatz 1 keines Beweises. 

Zum Beweis von Hilfssatz 2 sei vor allem bemerkt, da die verlangten 
0,0 gewiB existieren und von der Ordnung / sind. Die Existenz von ©, ist 
auch klar. Ferner gilt fiir den ©, zugeordneten Korper Ky’, daB K;’|$2 zyklisch 
vom Grade /” ist. Wegen 


o— (Ke ]( He j-(S*} 
BS eR pla LC 
Pa pone . < 
und Ki cKiKn, ist peo= C fiir K;’. Wegen oo € &, folgt hieraus C i 


womit Hilfssatz 2 bewiesen ist. 

Die von uns gewiinschte Konstruktion von 2, wird im wesentlichen in 
einer leichten Modifikation und Erweiterung des im § 3 beschriebenen Algo- 
rithmus bestehen, wobei wir uns Artinscher (statt bedingter Artinscher) 


30 Oben soll man ,fiir“ als ,bei Anwendung auf“ deuten. 
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Symbole bedienen werden. Dabei werden die Hilfssatze 1,2 statt der Sdatze 
1,2 eintreten. 


Wir betrachten fiir ein n (=1,..., 7”) zwei Systeme 
(52) AM, 2.2, Alert) (c = 0), 
(53) Ko Co | Kir), ere seey Kort) oeey Ke, ce ey Ki. 


wobei c eine feste (von n unabhdangige) ganze Zahl ist, und bezeichnen die 
in den Kérpern (53) enthaltenen K der Reihe nach mit 


_ (54) KO Sess Kos 


Zu unseren Zwecken beschranken wir uns auf den Fall, dai fiir jedes 
k(=1,...,n) die ersten e, und die letzten c Kiassen in (53) die Gruppe %, 
erzeugen, ferner die ersten e, K6érper in (54) eine Basis von Mt, bilden. 
Wir nennen dann (52), (53) zusammen kurz ein n-stufiges System. 

Da die Kérper (54) unabhangig sind, so sind es auch die K6rper (53). 
Folglich hat das Produkt der letzteren den Grad [~~ **" diber 2, somit ist 
dieses Produkt wegen 


(55) B( Qala ae 
eben der n-te Klassenkérper §2,.. Wir werden unseren Algorithmus so ein- 
richten, dafi wir dabei nach und nach fiir jedes n—1,...,¥” ein n-stufiges 


System konstruieren, wodurch also nach und nach die Klassenkérper §2,,..., 82, 
bekannt werden. Da insbesondere 2, = 2, ist, so wird das ein Verfahren 
zur Konstruktion des vollen Klassenkérpers. Dabei werden wir beim Aufstieg 
von einem n—1-stufigen System zu einem n-stufigen immer nur genau e, 
elementare Kérperkonstruktionen auszufiihren brauchen (n= 2,..., ”), aufer- 
dem sind noch zur Aufstellung eines 1-stufigen Systems offenbar nur e, solche 
Konstruktionen nétig. Das sind insgesamt e,+---+e, elementare Korper- 
konstruktionen. Der Vergleich mit dem Fall n= der Formel (55) zeigt, dab 
also unser Verfahren eine Mindestzahl von elementaren Kérperkonstruktionen 
erfordern wird. 

Um Klarheit zu schaffen, bemerken wir folgendes. Lassen wir C die 
ersten e, und letzten c Klassen in (52), ferner 4 die ersten e, Kérper in (53) 
durchlaufen. Bilden wir aus diesen C und 4 die Matrix 


“ «-(() 


vom Typ (e,-++c) xe, mit den Elementen (4), wobei C und / den _,Zeilen“ 


bzw. ,Spaltenindex“ vertreten. Indem wir im allgemeinen einem Artinschen 
Symbol (‘5 das bedingte Artinsche Symbol (K] zuordnen, so entspricht der. 


Matrix (56) durch diese Zuordnung eben eine Matrix M, wie in unserem 
Hauptsatz, somit wird diese durch (56), also durch (52), (53) auch bekannt. 
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Kurz gesagt stehen die n-stufigen Systeme (n= 1, 2,...) mit den im Haupt- 
satz genannten Matrizen M,, M.,... im Zusammenhang, da8 durch jene auch 
diese bestimmt werden. Nun wird die gemeinte ,Modifikation und Erweite- 
rung“ unseres friiheren Algorithmus so zustande kommen, da6 wir Matrizen 
von der Art (56) betrachten, in denen wir aber C und / nunmehr alle 
Klassen und Korper in (52), (53) durchlaufen lassen und mit Hilfe dieser 
Matrizen nach und nach ein n-stufiges System (n=1,...,¥”) konstruieren 
werden. 
Wie gesagt, betrachten wir die aus (52), (53) gebildete Matrix 


Kn) (Ke? 
Sis) --- (as 
6 men= |x) _ (ase | = (ME 

(S55) --- (45) Sia 


vom Typ (e,-+c) xe, (die Nenner und Zahler der Elemente sind in unveran- 
derter Reihenfolge die Klassen (52) bzw. die Koérper (53)). Dann ist also die 
Matrix M, in (56) eine Teilmatrix von M(n). Wir bezeichnen mit I, Il, III 
die erste, zweite bzw. dritte Komplementdre® von M/ in M(n). Da Mj nach 
obigem die Durchkreuzung der ersten e, und letzten c Zeilen mit den ersten 
e, Spalten von M(n) ist, so ist auch die Bedeutung von I, Il, III klar. Ins- 
besondere ist III eine quadratische Matrix vom Typ (e,—e,) x(e,—e,). 

Von jetzt an wollen wir nur solche n-stufigen Systeme in Betracht ziehen, 
fiir die alle Elemente von M(n) von der Ordnung 1 oder /, insbesondere 
aber alle Elemente von | gleich 1 sind und III eine Diagonalmatrix mit lauter 
Elementen /-ter Ordnung in der Diagonale ist. 


Insbesondere erfiillt jedes 1-stufige System diese Forderungen, da im 


Fall n==1 alle Elemente von M(1) die Form (4) haben und I, Il, Ill leer 


sind. Wir nehmen deshalb an, daB wir fiir ein n (=1,..., y—1) ein n-stufiges 
System (52), (53) von der verlangten Art schon aufgestellt haben, und wollen 


31 Eine Teilmatrix V einer Matrix U gibt AnlaB zu einer Aufspaltung von U in vier 

Teilmatrizen yon der Form 
Ue Viel 
| Wl } 

Dann nennen wir I, Il, II] der Reihe nach die erste, zweite, dritte Komplementaére von V 
in U, und behalten diese Benennungen auch nach der Permutation der Zeilen und Spalten. 
(Genauer lassen sich die Teilmatrizen I, II, Ill so definieren: V und I oder II machen 
zusammen einige Zeilen bzw. Spalten von U aus, V,.I, Il, Ili machen zusammen U aus. 
Ist V leer, so ist II] = U und sind I, II leer, ist dagegen V= U, so sind I, Il, Ill leer.) 

82 Diese Einschrankung steht uns frei, da es fiir unsere Zwecke geniigt, fiir jedes n 
ein n-stufiges System aufzustellen. 
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mit Hilfe der zugehdrigen Matrix M(n) ein ahnliches System fiir n+ 1 (statt 7) 
aufstellen, womit unsere Aufgabe (durch Induktion) erledigt sein wird. 

Dieses Programm auszufiihren ist ein leichtes. Vor allem verwandeln 
wir namlich (53) in ein ahnliches System, wofiir in der zugehérigen Matrix 
M(n) auch die Teilmatrix If aus lauter Elementen 1 besteht und sonst der 
Wert der iibrigen Elemente unverandert bleibt. Das kann wegen der obenge- 
sagten Eigenschaft der Teilmatrix III mit passender Anwendung von Hilfssatz 2 
geschehen. Und zwar betrachten wir ein Element 


(58) by +1 


von II und das in derselben Zeile stehende Diagonalelement 


A 


von III, das also ebenfalls =- 1 ist. (Beide Symbole sind von der Ordnung 
1.) Ersetzt man dann in (53) und M(n) den betrachteten Kérper K, nach 


Hilfssatz 2 durch einen Kérper K;’, so wird das Element (58) in (i )— 1 


verwandelt, wahrend die Ordnung aller iibrigen Elemente von M(n) nach 
bekannter Eigenschaft der Artinschen Symbole offenbar unverandert bleibt. - 
(Nebenbei bemerken wir, daB dadurch nach dem SchluB® von Hilfssatz 2 in 

(54) keine Anderung eintritt.) Wird das fiir alle Falle (58) nach und nach 

ausgeftihrt, so erreichen wir in der Tat, da II lauter Elemente 1 hat, und 

I, Ill unverandert bleiben. Nach dieser ,ersten Reduktion* behalten wir fiir 

M(n) die alten Bezeichungen. Eine ,zweite Reduktion“ soll dann im wesent- 

lichen im (vom §2 her bekannten) Ausreduzierén von M, bestehen, das 

aber jetzt an der Teilmatrix M;, (statt M,) auf Grund der Hilfssatze 1,2 

(statt der Satze 1,2) auszufiihren wird. Wir meinen das so. Betrachten wir 

zwei Elemente 


“ (SB: en ad il 


Avats 
(00) ta): (4) 
+ 1 in einer Zeile von M;,. Wird entsprechend A nach Hilfssatz 1 durch 
eine Klasse A” bzw. K, nach Hilfssatz 2 durch einen Korper Kj’ ersetzt, so 
laBt sich das erste Element von (59) bzw. (60) in 1 verwandeln. (Diese 
Ersetzungen denken wir natiirlich jedesmal in (52), (53) also auch in M(n) 
ausgefiihrt.) Die Elemente von I, II behalten dabei ihren Wert 1  offenbar, 
ferner wird an III tiberhaupt nichts gedndert. Es ist klar, daB Mj, durch 
solche Ersetzungen und Permutationen gewisser Zeilen und Spalten von M(n) 
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in eine Diagonalmatrix iibergefiihrt werden kann, in deren Diagonale die 
Elemente 1 den Elementen +1 vorangehen. Wieder behalten wir auch nach 
dieser zweiten Reduktion die alten Bezeichungen bei. Wir sehen auch, dab 
nunmehr der Teilmatrix M;, eine ausreduzierte Matrix M,, entspricht,*® wes- 
halb nach dem Hauptsatz die Anzahl der Diagonalelemente 1 von M’, not- 
wendig gleich ¢,,; ist. 

Da nunmehr die ersten e,,; Spalten von M(n) aus lauter Elementen 1 
bestehen und die Klassen (52) die Gruppe %, erzeugen, so gilt 


Ko 
(| —1 (i= 1, ...,€n413 AEM). 
Hieraus folgt nach Satz 3, daB es iiber den Korpern 
(61) KD, Ket 
je einen Korper 
(62) EEL by 


gibt. Wird in (53) das Teilsystem (61) durch (62) ersetzt, so bilden (52), 
(53) offenbar ein n+ 1-stufiges System; ferner ist klar, daB die zugehdrige 
‘Matrix M(n-+1) den oben gestellten Anforderungen gentigt. Da dabei (62) 
sich aus (61) durch e,,, elementare K6érperkonstruktionen gewinnen l4Bt und 
sonst wir wadhrend unseres Verfahrens zu keinen weiteren KOrperkonstruktionen 
zu greifen gendtigt sind,* so verlauft alles nach Wunsch. 


(Eingegangen am 10. Juli 1953.) 
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[7] L. Reve1, Quadratische Zahlkérper und Theorie der Pellschen Gleichung, Acta Math. 
Acad. Sci. Hung., 4 (1953), S. 31—87 (die nachstehende Arbeit). 

[8] H. Retcuarpt, Zur Struktur der absoluten Idealklassengruppe im quadratischen Zahl- 
korper, Journ. f. reine u. angew. Math., 170 (1933), S. 75—82, 
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Teopema 2. ([pasuno ymHoxenna ycnoBHoro cuMBOa ApTHHa no 4uucnuTent.) 
Ecnu aa panHoro uncaa n (n = 1), knacca C w nonew K u K’ cpean /-+ 1 ycnosHbix cum- 
BonoB Aptuna 


(10) (= I. (QcK’CKK’ 


CcyulectByeT XOTA Obl Ba, TO BCe OHM CyU\eCTByIOT M M60 BCe paBHbl 1, 1460 eEAMHCTBEHHBIIt 
M3 HHX paBeH 1. 
PaccmoTpum, Boo6ule, Kaky0-1M60 MpAMOyrOabHy MaTpHLy, COCTaBeHHYy!0 U3 CHM- 


BOOB (4) 
2), (9) 
COYn (CY Ino ** 


(11) M=1 (Km K() 


KOTOpas, TakHM OOpasom, (KpOMe ft) ABIAeTCA cpyHKUMeH (KOHeEYHOrO 4nCNa) MepemMeHHBIXx 
(12) COwGoOla., 

(13) KO Ki) er 

M MmpeaqnonoxKuM, 4TO NOMA HesaBncuMbI (13) (Hag OCHOBHHIM nonem 22). HasoBém maTpully 
M npusepénnon, ecnum 3Hayenue BCeX SNCMECHTOB BHE \MarOHanH paBHO | wm Ha AMarOHanH ane- 
“MeHTHI 1 CTOAT nepen anementamu —1. Tlog anemeHTapHBIM npeoopasoBannem Matpuubl M 
MOwuMaeM B3ameHy KNacca C“) Kakum-2n60 KNaccom C= (CC® (r+ s;i=0,...,/ 1) 
nau K) KakuM-2H60 nonem KC KK, +K (r +s). U3 treopem 12 cnenyeT, 4TO MaTpHily M 
MO%KHO CRECTH K NPHBeAEHHOM NPH NOMOLIM B1eMeHTAPHbIX NpeoOpasoBannn un nNepeMeueHHit 
cTon6u0B u cTpox. Ecau nmocne nmpHBeseHuA MAaTPHLbI MbI BBIMEPKHEM BCE Te cron6ubl 
CTpoKu, KOTOpbIe cosep>KaT .dNeMeHTHI —I1 HM yBeTHYHM B OCTABLICHCA MaTpHe WHAKC 1 
“auleMeHTOB no n+ 1, TO cHOBa nOny4uuM MaTpHuy Bua (11), KOTOpy1O MbI HazOBEM Mmpous- 
BOQHOK MaTpuubt M. KoneuHo, B OOuleEM Cry4ge, OHA HeeAMHCTBEHHA HM e& 3eEMEHTHI HE 
1oT. 

Be tives & hia crations n=1n TIpeAMOO*KUM, uro Kaacchr (12) ABAAIOTCA OAHOM H3 
HpousBopsuux cHcTeM Noprpynnbl, OGpasopanHOM anemeHTamu NOpagKa =/ rpynnpi 0, 4H, 
yTo mona (13) HeaaBucuMbI HM MX MponsBepenne copyepxKuT sBce K. Hycrb M, o6osHauaet 


Takylo CnelwaabHyl0 MaTPHLly. 
OcHospuaad Teopema. MoxkxHo OOpasoBaTb NOCMeAOBAaTeIbHOCTE 


(15) M,, My, ..., Mv. 


BKOTOpOK M;41 eCTb mpousBogHas OT M; (i = 1,...,%—1) Tak, yTo Kagan M; (i= 1,2,...,%) 
COCTOHT H3 CyLIECTBYIOLUMX SNEMeHTOB HM (1106ax) MpOMsBOAKAA OT My ectb nyeray, MaTpHua. 
Yncno » wu 4ncno cTon6uoB KaxKnoH M; aABnaIOTCA MHBAapMaHTaMH, a uMeHHO: /| ABNACTCA 
MaKCHMyMOM MHBapHaHTos (a6eneBoH) rpynnei H H 4HCIO CroNOuOB M; paBHsieTcA uncay MHBAa- 
MaHTOB rpynnp $, Aeanuuxca Ha I’. . - 
4 Takum o6pa3om, ata OcHOBHadA Teopema AaéT XOPOWO O6O3pHMbIii (,,.uHBApMaHTHBIi “) 


METOL AIA ONpepseneHHA CTPyKTypbl, T. €. MHBapHaHTOB FPylNbl KIaCCOB ). 


AT ieee 
(a 7A aah ATK f 
aa ‘- : 
N i r Mai 
= | ne ige' yang og - 4 ue Tis 

JS. a a we i =” AD fn an fe we 

7 | : “<i I "¥ % | ail 

“ Ss - ee bey * 
et ge me ita 


eeTtand ‘373 Tend! oop? VATS 
| en 


eg 
~ ‘ en? th erwiny cesaaeylf) * snags 


- 4 si ® “J Tat t} 
+ 
ou? 
= 
& ™ ' 
f : te een 
= 
ji 
ca -a< "ese oo 
‘ 
ot 2 = 


apnea Jina Ort) erie othe, Gi Sedepe): 


cee one Saw im Tee ieee He i weazeamegir andip 


; > 1, 2 eR), ee am ae Suen 
“Signy ‘ Gta” Ssh oe Me a= Oh a sent i 


{ i) ie a Br Ate ereTe >a 
vii? iw 76 oF) ire _* wes WN is oe b a arins = 
Swe Loe if» ptr Zee eee wer oneeny “qn § —— 


ff oe tahoe OM Lee 


via sf “ i orm =e {wg 
< siege Um cwgryceee FiLh ee 
4 fre te ye (> ¢ ot)" ei 
’ 


relay? Lire t.? eA 4 PORTER 
ve 4s "vieri *JkKaorwe Bom 
Pa} Vv » aD 2 en a 


; A 
Vai ae - pacers rae , 
oh « 


4 J4 tine get pak i Os 
A wee ta’ i 


? Tain 2 he 
ast ,# es adi 


er) < Tee eal ee 
) wire) deed Amnted wlan 


aa REAM Sher wii 


DIE 2-RINGKLASSENGRUPPE 
DES QUADRATISCHEN ZAHLKORPERS 
UND DIE THEORIE DER PELLSCHEN GLEICHUNG 


Von 
LADISLAUS REDEI (Szeged), korrespondierendem Mitglied der Akademie 


Herrn Professor Helmuth Hasse hochachtungsvoll zugeeignet 


Definitionen und durchgdngige Bezeichnungen: 

P der rationale Zahlk6rper. 

[P] der Ring der ganzen rationalen Zahlen. Die in der Reatilsvee 
1 (mod 4) enthaltenen Elemente von [P] werden primare Zahlen, die von 
1 verschiedenen quadratfreien primaren Zahlen und die 4-fachen der 
quadratfreien nichtprimaren Zahlen werden Diskriminantenzahlen genannt. 
(Diese fallen mit den Diskriminanten der quadratischen Zahlkorper zu- 
sammen.) Die nur durch eine Primzahl teilbaren Diskriminantenzahlen 
nennen wir kurz Stammdiskriminanten. Diese sind die primaren Prim- 
zahlen und —4, 8, —8. Jede Diskriminantenzahl la8t sich in ein Pro- 
dukt von Stammdiskriminanten zerlegen. Die Faktoren sind abgesehen 
von der Reihenfolge eindeutig bestimmt, sie werden die® Stammdiskrimi- 
nantenfaktoren der betrachteten Diskriminantenzahl genannt. 

x, x’, x”, y,y,y’, z irgendwelche Elemente von [P]. 

§2 ein beliebig gegebener quadratischer Zahlk6érper. 

[92] der Ring der ganzen Elemente von 82. 

d das eindeutig bestimmte quadratfreie Element von [P] mit 
2=P(ld). 

D die Diskriminante von 2, also D—d oder 4d, je nachdem d 
primar oder nichtprimar ist. Entsprechend besteht [2] aus den Ele- 


menten = (x +yVd) (2|x—y) baw. x+y. 


D-Zerfallung bedeutet ein (geordnetes) Paar von zwei ganzen ratio- 
nalen Zahlen mit dem Produkt D, die entweder beide Diskriminanten- 
zahlen sind, oder die eine von ihnen gleich 1 (die andere gleich D) 
ist. Diesen zwei Fallen entsprechend nennen wir die D-Zerfallung echt 
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bzw. unecht. Es gibt also genau zwei unechte D-Zerfdllungen, namlich 
1,D und D,1. 

d',d” ein (geordnetes) Paar von zwei rationalen Zahlen, so da 
d’~>0 ist, ferner entweder d’,d” ganze Zahlen sind mit d’d” —d, oder 


s . AE ] 
d= 3 (mod 4) ist, 2d’, 2d’ ungerade ganze Zahlen sind mit d’d” = ey d. 


m eine zu D prime quadratfreie ungerade nattirliche Zahl,’ die wir 
bequemlichkeitshalber als primar annehmen. 

m’,m” ein (geordnetes) Paar von primaren Zahlen mit m’m” =m. 

t die Anzahl der verschiedenen Primfaktoren von. Dm. 

$ = (d’,d”, m’,m”), 8* = (d”,d’, m’, m’) (keine Ideale oder gréf- 
ten gemeinsamen Teiler!) das (geordnete) System der Zahlen da’, d”, 
m',m” bzw. d”,d’,m’,m’. Die Anzahl der $ und auch die der 3° ist 
leicht ersichtlich gleich 2'. Im Fall d>0O ist auch d” >0, somit stim- 
men dann die §* (in anderer Reihenfolge) mit den S$ iiberein. Im Fall 
d<0O sind die S* von den § verschieden. Insbesondere : 

§,=(1,d,1,m), Si=(d,1,m,1). (Die iibrigen S* werden nicht 
in Betracht kommen.) 

S die (multiplikative) Gruppe aller Systeme §, wobei wir unter 
dem Produkt S$@ von zwei Systemen 3 = (d/, d?’, mi, mi’) (i= 1, 2) 
dasjenige System $= (ad’,d”, m’,m”) verstehen, wofiir dj d3d’, mim m’ 
Quadratzahlen in P sind. Man macht sich leicht klar, daB diese Definition 
korrekt ist. Man sieht auch, daf © kommutativ ist und $, zum _Eins- 
element hat. Es gelten noch O(G) = 2',$?= §,: 

p., die (einzige) unendliche Primstelle von P.* 

[$2]m der Unterring von [2] bestehend aus denjenigen Elementen | 
von [$2], die einer (ganzen) rationalen Zahl mod m kongruent sind. 
Kurz nennen wir [$2], den Ring mod m, seine Elemente die Ringzahlen 
mod m und die Einheiten in [@],, die Ringeinheiten mod m. Insbeson- 
dere ist [{2], — [§2]. Entsprechend sind also die Ringzahlen und Ringein- 
heiten mod 1 einfach die ganzen Zahlen bzw. die Einheiten in Q. 

[2] der Unterring von [9] bestehend aus den Zahlen x+ yd. 
(In der Bezeichnung [2] lagt uns »(g)“ daran erinnern, daB die 


1 Der Fall 2|m wiirde fiir einen Teil unserer Untersuchungen betrachtliche Verwick- 
lungen machen, weshalb wir davon absehen wollten. Dagegen werden die Annahmen, daB : 
m zu d prim und quadratfrei ist, die Allgemeinheit unserer Untersuchungen nicht ein- 
schranken (vgl. 4). Alle die oben noch folgenden ,,durchgtingigen* Bezeichnungen beziehen 
sich auf aus den fiir die ganze Arbeit festzuhaltenden zwei Angaben 2, m (oder d, m) abzu- 
leitende Begriffe. Man bemerke, da6 d jede quadratfreie ganze rationale Zahl ++ 1 sein kann. 

> Beziiglich der Grundbegriffe und Hauptsitze der Klassenkérpertheorie, sowie der 
in dieser tiblichen Terminologie und Bezeichnungsart verweisen wir ein fiir allemal auf 


die Arbeiten von Hasse [3]. (Mit [] verweisen wir auf das Literaturverzeichnis am SchluB 
unserer Arbeit.) 
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»Koordinaten“ x,y der Elemente von [QJ ganz sind.) Es gilt [2]? — 
== [Q] dann und nur dann, wenn 2|D ist. 

[22 = [Q]n N [2]. Wieder gilt [(2}\? — [],, dann und nur dann, 
wenn 2|D ist. 

m—=mp,. 

Hi,, die (multiplikative) Gruppe derjenigen zu m primen Zahlen 
«(€ 82), fiir die 


«@ — r (mod m) 


mit einem r(€P) losbar ist.* Wir fassen die Zahlgruppe H,; auch als 
Idealgruppe auf, namlich als die Gruppe der durch die gesagten « 
erzeugten Hauptideale (¢). Sonst auch werden wir oft eine algebraische 
Zah! w auch als das durch sie erzeugte Hauptideal (w) auffassen und 
auch hierfiir einfach w schreiben, ein Mifverstandnis wird daraus nicht 
entstehen. 

H die Gruppe derjenigen (ganzen und gebrochenen) Ideate in Q; 
von denen eine ungerade Potenz in H;, fallt. Es ist klar, daf{ H eine 
mod m erklarbare Idealgruppe von 2 ist im Sinne von WEBER—TAKAGI. 


§ 1. Probleme I bis IV 


Es wird sich in dieser Arbeit um die vollstandige Beantwortung von vier 
Problemen | bis IV handelIn. Bevor wir sie formulieren, bemerken wir, da die 
Klassenzahl von §2 nach H offenbar die Potenz von 2 ist, somit sind fiir 92 
und H die Voraussetzungen unserer vorstehenden Arbeit [8] mit /— 2 erfiillt. 
Deshalb diirfen und wollen wir die vorliegende Arbeit als eine Fortsetzung 
von [8] fiir diese speziellen $2 und H ansehen. Entsprechend tibernehmen 
-wir aus [8] alle die dort an die Spitze gestellten ,durchgangigen“ Bezeich- 
nungen, alles stillschweigend auf die obigen §2,H (und /== 2) bezogen. Also 
ist jetzt insbesondere § eine 2-Klassengruppe, die wir die 2-Ringklassen- 


gruppe mod m von {2 nennen, ferner ist jetzt e, die Anzahl der durch 2" 
teilbaren Invarianten von .' (Im Spezialfall m= 1 ist die sogenannte abso- 


3 Natiirlich ist obige Kongruenz im multiplikativen Sinne zu verstehen. 

4 Selbst die Klassengruppe nach H,; pflegt man die im engeren Sinne genommene 
(volle) Ringklassengruppe mod m von 2 zu nennen. Es bedeutet e, auch die Anzahl der- 
durch 2” teilbaren Invarianten von dieser Ringklassengruppe, da diese dieselben geraden 
Invarianten hat wie ©.—- Hier wollen wir kurz auseinandersetzen, warum wir ohne Ein- 
schrankung der Allgemeinheit nur die zu d primen, quadratfreien m in Betracht ziehen. 
Bezeichne a eine primare Zahl, deren Primfaktoren lauter Teiler von dm sind. Da 2,4 m 
ist, so folgt aus der Kongruenz «=r (mod m) in der Definition von H;’offenbar al®. = ,lel 


(mod. am). Hieraus und aus der Definition von H sieht man, da8 (selbst H;, noch nicht 
aber) H, also auch © und somit Problem I gegeniiber der Ersetzung m—+ am invariant ist. 
Zerlegen wir ferner a in das Produkt a’a” von zwei primdren Zahlen a’,a’, fiir dic 


Acta Mathematica 
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lute 2-Klassengruppe von $2 im engeren Sinne.) Den H zugeordneten Klas- 
senkérper 2, kénnen wir jetzt den vollen 2-Ringklassenk6rper mod m (von — 
9), die Unterkérper von 2, kurz die Ringklassenkérper (von £2) nennen. 


PROBLEM I bestehe fiir jedes Paar® d, m in der Bestimmung (von » und) 
der Zahlen 


(1) eer me, Sen GB 


d. h. in der Erforschung der Struktur der 2-Ringklassengruppe $ mod m 
des quadratischen Zahlkérpers 22. 

PROBLEM II bestehe fiir jedes n (—1,2,...) und jedes System $= 
—(d’,d”,m',m’) in der Untersuchung der Diophantischen Gleichung 


(2) da’ m?®x®—d" m'?x’? = 2" (mx ne) Aa 
nach Lésbarkeit." 


PROBLEM IIIf bestehe fiir jedes System $ = (d’, a”, m’, m’) in der Unter- 
suchung der Dirichletschen Gleichung’? 


(3) d’m® x? — d" m'? x’? = 1 
nach Lésbarkeit.* 


PROBLEM IV bestehe fiir jedes Paar d, m in der Untersuchung der (,,nega- 
tiven“) Pellschen Gleichung* 


(4) x—dm’y = —]1 
nach Lésbarkeit.'° 


(a’, d” m'") =(a",d’ m’') =1 ist. Nehme man dann eine Lésung von (2), bilde aus ihr die~ 
Zahl m’ x’ Vd? + m’x" /d”. Wird diese zur |a|-ten Potenz erhoben, so entsteht offenbar i 
eine Zahl von der Form a'm'y' Vd'+-a"m" y’ fd” mit (a'm'y’, a” m" y") =1. Hieraus a i 
man leicht ein, da§S durch die Ersetzung m—»am auch Problem Il nicht beeinfluBt wird. 
Ahnliches gilt iiber Probiem III und offenbar auch iiber Problem IV. 

5 D. h. fiir jedes Paar 2, H. Die Paare £,H und d,m bestimmen namlich einander 
eindeutig. 

“ Nach der Definition der Zahlen d‘,d”, m', m” sind die Koeffizienten in (2) entweder | 
ganz oder sie haben den Nenner 2. Im letzteren Fall kénnte man mit 2 heraufmultiplizie-_ 
ren, damit man zu ganzen Koeffizienten kommt, fiir uns wird aber die obige Form der 
Gleichungen (2) bequemer. Abniiches bezieht sich auch auf die Gleichungen (3). In beiden 
Gleichungen (2), (3) achten wir stets auch auf die Reihenfolge der Glieder. Fiir n= 1 ist 
(2) ein Spezialfall der wohlbekannten Lagrangeschen Gleichung ax? +- by? +-cz?=0. 

7 Vel. Diricutet [1]. 

5 Man bemerke, daB fiir den Fall $==$,—(1,d,1,m) sowohl (2) (fiir jedes n) ais 
auch (3) lésbar ist. Hiernach geniigte es, sich in den Problemen Il, Ill auf die $ = §, zu 
beschranken. Man diirfte sich ferner im Problem Ill auf die d >0 beschranken. Es wird 
aber bequemer, beide Probleme in obiger Allgemeinheit ins Auge zu fassen. 

® Der scheinbar allgemeinere Fall x2—dm?y?——d4 1a6t sich bekanntlich auf (4) 
zuriickfiihren (s. 1°). Natiirlich kann (4) im Fall d < 0 nicht lésbar sein, trotzdem wollen wir 
bequemlichkeitshalber die d< 0 auch im Problem IV zulassen. Schreibt man (4) in der 
Form dm?y—x?—1, so merkt man, daB es sich um den Spezialfall § = $; = (d, 1, m, 1) 
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Auch die Probleme II bis IV haben eine korpertheoretische Bedeutung. 
Und zwar handelt es sich im Problem IV um die Frage der Existenz einer 
Ringeinheit mod m in 2 mit negativer Norm, ferner werden wir im § 4 sehen, 
daf Problem II und Problem III der Bestimmung der Gruppen %, bzw. der 
Gruppe Xt, gieichkommt. 

Es ware schwer unsere Probleme | bis IV nach ihrer Wichtigkeit zu 
ordnen, da sie miteinander in sehr nahem Zusammenhang stehen. Noch mehr 
werden sie dadurch einander nahe gebracht, daf ihre Lésung in einer Theorie 
entstehen wird. Genauer gesprochen, gleichzeitig mit der Lésung von Problem | 
werden auch schon die Probleme II bis IV mitbeantwortet, und es gilt auch 
die Umkehrung, daB keins der letzteren Probleme ohne Problem I allgemein"' 
gelést werden kann, weshalb es sich im wesentlichen um vier (innerhalb 
unserer Theorie) 4quivalente Probleme handelt. 

In der historischen Entwicklung sind die Probleme | bis IV in der 
Reihenfolge IV, I, Ill, Il aufgetaucht worden (s. § 2). Diese, oder vielleicht 
mit mehr Recht I, IV, Ill, If kénnte man fir ihre Wichtigkeitsreihenfolge 
-hinnehmen. Die von uns gewahite Reihenfolge I, II, III, IV spiegelt mehr den 
logischen Zusammenhang unserer Probleme. Ohne Zweifel hat man namlich 
die Untersuchungen mit Problem I anzufangen, wie wir es auch tun werden, 
und man wird sehen, wie mit der Lésung von Problem | zusammen die 
Probleme II, Ill, IV in dieser Reihenfolge ohne Zwang mitgelést Werden. 


von (3) handelt. Hiernach ist Problem IV ein Teil von Problem III. Offenbar kann (4) nur 
dann lésbar sein, wenn d>0O ist und dm? keinen positiven Primfaktor von der Form 
4k-+3 enthalt. In diesem Fall pflegt man dm? (im Zusammenhang mit (4)) eine krifische Zahl 
zu nennen. Wir diirfen uns im Problem IV stets auf die kritischen Zahlen beschranken, aber’ 
meistens wird diese Annahme iiberfliissig. 

10 Bis auf Problem IV sind bekanntlich alle Grundfragen der Theorie der Pellschen 
Gleichung in befriedigender Weise schon langst erledigt worden. Mit Problem IV ist es 
anders. Wohl entscheidet namlich das bekannte Kettenbruchkriterium dem Wortlaut nach 
sehr einfach iiber die Lésbarkeit von (4), nach dem namlich (4) dann und nur dann lésbar 
ist, wenn (d > 0 und) die kleinste Periodenlange der regularen Kettenbruchentwicklung von 
m Vd eine ungerade Zahl ist, aber dieses Kriterium ist in mehrerer Hinsicht unbefriedigend 
und gilt mehr fiir ein Aufschieben als eine Lésung des Problems. (Von der sonst sehr 
interessanten elementaren Methode von Epstein [2] ist eine befriedigende Lésung des 
Problems IV auch nicht zu erwarten. Vgl. auch Répe: [14].) Zum Beispiel weif man namlich 
andererseits schon seit Lacrance, daB x2—py?——1 (p Primzahl, >0) dann und nur 

dann lésbar ist, wenn p=:3 (mod 4) gilt. Um diesen Satz zu beweisen, ist das Ketten- 
bruchkriterium véllig unbrauchbar. Die von uns beabsichtigte Lésung von Problem IV wird 
als Spezialfall den Satz von Lacrance und iiberhaupt alle bekannten, gut brauchbaren, teils 
hinreichenden teils notwendigen, aber bisher sehr liickenhaften Bedingungen fiir die Lés- 
barkeit von (4) in sich enthalten und diese zu einem volistandigen Kriterium ausbauen, 

_weshalb wir sagen kénnen, daB wir in dieser Arbeit die Theorie der Pellschen Gleichung 
zu einem langersehnten Abschlu8 bringen werden. ; 

11 In Spezialfallen kann Problem IV ohne die vollstindige Losung von Problem | 
gelést werden, woriiber wir unten ndheres sagen. 
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Gleich hier wollen wir etwas naher besprechen, wie sich die Lésung— 
unserer Probleme | bis IV gestaltet, beziiglich der Einzelheiten verweisen wir 
auf §§ 3,4 (Satze 1 bis 4). 

Uber Problem | bemerken wir, dafi dieses ein verhaltnismafig leithter 
Spezialfall des im Hauptsatz unserer Arbeit [8] allgemein gelésten Problems 
ist. Entsprechend werden wir Problem I als unmittelbare Anwendung des 
genannten Hauptsatzes lésen, die trotzdem keine ,mechanische“, sondern 
eine lehrreiche Anwendung sein wird. Und zwar werden wir vor allem eine 
Basis 
(5) KUT, ek KR Cak 
der Kérpermenge ‘i, bestimmen (womit wir zugleich auch schon den e,-Schritt 

unseres in [8] §3 beschriebenen Algorithmus ausgefiihrt werden haben). Aus. 
der Basiseigenschaft von (5) folgt nach [8] (17) (s. dort auch Lemma 1) 


(6) e, = f—1. 
Wieder nach [8] (17) gilt also 
(7) O(%) = 2", 


folglich besteht eine Basis der Gruppe %, aus ¢—1 Elementen. Es liegt nun 
an der Natur, daf man nicht leicht sofort auch eine Basis von Y%, aufstellen 
kann, sondern wird das erst durch die Lésung von Problem III erméglicht 
(s. unten). Zum Gliick ist aber die Lésung von Problem | auch ohne die 
Kenntnis einer Basis von YI, mdglich, es geniigt ja, wenn man ein System 
erzeugender Elemente von , aufstellt. Das geht so. Es wird sich ein Homo- 
morphismus 


(8) S~M, (8 A(S)) 


angeben lassen, wobei wir mit A($) das homomorphe Bild von $ bezeichnen. 
Da wir andererseits leicht eine Basis : 


(9) Si), ..., $8 

von © angeben werden kénnen, so wird uns hierdurch wegen (8) auch schon 
ein System . : 
(10) A(S), ..., A(S) 


erzeugender Elemente von YI, zur Verfiigung stehen. Aus (5) und (10) bilden 


wir dann die Matrix 
( Kw) ( Kite-b 
A(8®) J, VA(8) | 


( Ka , Kt) 
AS) Laanrl, 
vom Typ tx (t—1) (= (e.-+ 1)xe,). Man hat dann nur noch von M, ausgehend 


eine Folge 
(12) M,, Mz, ... 
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von hoheren Ableitungen nach der Vorschrift in [8] § 2 aufzustellen, womit 
wit also Problem I als gelést ansehen kénnen. Und zwar bestimmt sich 
é, (n= 1,...,”) allgemein als die Anzahl der Spalten von M,,, ferner wird 
v als der Index des letzten nichtverschwindenden Gliedes der Folge (12) kennt- 
lich. (Kurz gesprochen, man hat unseren in [8] § 3 beschriebenen Algorithmus 
an (11) beginnend auszufiihren. Die Ausfiihrung der e,-,...,e,-Schritte dieses 
Algorithmus setzt uns eben in die Kenntnis von e,.) 

Beziigiich der Lésung von Problem II bemerken wir, da8 man es bei 
festgehaltenen d,m,n mit genau 2' Gleichungen (2) zu tun hat. Wir bezeich- 
nen mit ©, die Menge derjenigen Systeme §, fiir die die Gleichung (2) 
J6sbar ist. Dann lauft Problem II auf die Bestimmung von €, hinaus. Nach> 
gilt $,€=,. Wir werden ferner leicht zeigen, dai S, eine Gruppe ist mit 


(13) O(S.) = 2!n, 


Ein Blick auf (2) macht auch klar, daB ©,2S,>--- gelten mu. Dies mit 
(1), (13) zusammen ergibt sogar 


(14) G2 -:-29,155,=—G,1==--- 


Es wird sich nun herausstellen, da& die Lésung von Problem | auch. schon 
die von Problem II liefert, und zwar durch die Ausfiihrung des e,,,:-Schrittes 
unseres Algorithmus wird die Gruppe ©, bekannt. (Des naheren: die in der 
Matrix M,,.: vorkommenden Nenner erscheinen in der Form A($), wobei die $ 
eben eine Basis von ©, durchlaufen, andererseits werden diese A($) schon 
durch den @,4:-Schritt des Algorithmus kenntlich.) 


Beziiglich der Lésung von Problem Ill bemerken wir, daf man es bet 
festen d,m ebenfalls mit genau 2’ Gleichungen (3) zu tun hat. Unter diesen 
gibt es — wie wir es leicht sehen werden — genau zwei ldsbare. Die eine 
von diesen gehért nach* zu §,. Wir bezeichnen mit $,, -dasjenige System, 
dem die andere der gesagten Gleichungen angehdrt. Dann hat man zur Losung 
von Problem III nur $8, zu bestimmen. Andererseits zeigt ein Blick auf (2) 
und (3), das $, in allen S, enthalten sein muf. (Aus diesem Grunde haben 
wir die Bezeichnung $, eingefiihrt.) Da ferner durch die Lésung von Prob- 
lem II insbesondere S,. bestimmt wird, so wird hierdurch wegen O(S,) =~ 2 
auch schon §., bekannt, als das von §, verschiedene Element von G,. 

Beziiglich der Loésung von Problem IV bemerken wir, daf sich die Glei- 
chung (4) in der Form dm*y’—x* = 1 schreiben la{t, woraus man sieht, dab 
(4) im Fall d>O mit dem zum System 8° = (d, 1, m,1) gehdrenden Fall von 
(3) iibereinstimmt. Hiernach ist (4) dann und nur dann lésbar, wenn § == $ 
gilt. (Darin ist die Bedingung d>0 schon mitenthalten.) 


Kurze Zusammenfassung. Indem man unseren Algorithmus ausfihrt, 
werden nach und nach die Zahlen e,,...,¢,(>0), @4:(=0) und: die Unter- 
gruppen Gi,...,S,, ferner mit ©, zusammen das System §, bekannt und 
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hierdurch insbesondere auch entschieden, ob $,, = $j gilt. Dies alles bedeutet — 
der Reihe nach ‘die Beantwortung der Probleme | bis IV. | 
Man sieht aus dem Gesagten, da&B — wie auch schon oben bemerkt — 
wurde — in unseren Untersuchungen die Probleme | bis IV dquivalent sind, 
denn im allgemeinen wird keins ohne das andere vollstandig gelést. Dagegen 
trifft das in Spezialfdllen fiir Problem IV nicht immer zu, was wir schon in" — 
bemerkt haben und hier genau besprechen wollen. Fassen wir hierzu ein 
beliebiges aber festes Paar d,m ins Auge. Wir unterscheiden zwei Falle. 
Erstens sei die Pellsche Gleichung (4) lésbar, d. h. $, =${, was man auch 
in der Form S{€&, ausdriicken kann. Diese Tatsache wird durch unseren 
Algorithmus erst dann bekannt, wenn dieser ganz zu Ende gefiihrt wird. 
Zweitens sei (4) unlésbar, d. h. SiG S,. Ist dabei noch Sj€€,-1 (vgl. (12)), 
so gilt das Gesagte wieder. Ist dagegen sogar Sj}¢C€,1, so gibt es eine 
kleinste natiirliche Zahl ny mit SES, (1 =2,=v—1), weshalb jetzt schon 
aus dem @,,,;-Schritt des Algorithmus die Erkenntnis Sj¢@S,, d. h. die 
Unldsbarkeit von (4) folgt. Hiernach gilt: wenn die Pellsche Gleichung (4) — 
lésbar ist, so stellt sich das immer erst am Ende unseres Algorithmus her- 
aus, ist sie unlésbar, so kann sich das schon ,,unterwegs“ herausstellen. In 
unseren Untersuchungen erweist sich also Problem IV ‘fiir spezielle d,m in 
der Tat bald mit den Problemen I bis III aquivalent bald diesen Problemen 
untergeordnet. 
. Den eben geschilderten merkwiirdigen Sachverhalt wollen wir die Caprice 
der Pellschen Gleichung nennen, die namlich darin besteht, daf fiir die ver- 
schiedenen Paare ad, m die Entscheidung tiber Problem IV im Verhaltnis zu 
Problem | bald eine leichtere bald eine ebenso schwierige Aufgabe. ist. Nach 
obigem haben wir diese Caprice véllig aufgeklart, aber in den friiheren, noch 
nicht weit genug getriebenen Untersuchungen (s. § 2) schien sich die Pellsche 
Gleichung (4) im Zusammenhang mit Problem | sehr geheimnisvoll zu benehmen. 

Wir wollen betonen, da{i nach obigem das Verhalten der Einheiten von 
$2 vom Verhalten der Klassengruppen in {2 abhangig erscheint."* Dieser 
Abhangigkeit la{t sich die altbekannte Abhangigkeit zwischen Klassengruppe 
und Einheiten entgegenstellen,"’ die sich in der Klassenzahlformel offenbart, 
nach der namlich die Klassenzah! unter anderem von den Einheiten, namlich 
vom Regulator abhangig ist. 

Zur effektiven Ausfiihrung unseres Algorithmus sind auch gewisse 
Klassenkérper zu konstruieren (vgl. [8] §6). Um diese (keine prinzipiellen 
Schwierigkeiten bietende) Aufgabe zu erleichtern, werden wir nach dem Vor- 
gang von REICHARDT [22] die auch an sich interessanten Eigenschaften der 

12 Selbstverstandlich, ist ahnliches auch fiir andere, in [8] vorgelegte Koérper 2 zu 
erwarten. ‘ 
18 Diese Gegeniiberstellung hat anlaBlich meines iiber das Thema dieser Arbeit im 


Januar dieses Jahrs an der Universitat von Humboldt in Berlin gehaltenen Vortrags Herr 
H. Reicuarpt freundlichst bemerkt. 
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Klassenk6rper K,, (fiir den in dieser Arbeit vorgelegten Fall) naher untersuchen 

und darauffolgend genaue Anweisungen zu ihrer Konstruktion ausarbeiten. 
Erst mit diesen Erganzungen zusammen werden wir dann die Probleme | bis 
IV als vollstandig erledigt ansehen. 

Wahrend einerseits unsere Resultate eine vollig abgerundete Theorie 
bilden, andererseits erhellt ihre Brauchbarkeit aus folgenden wichtigen Anwen- 
dungen, mit denen wir uns ein andermal zu beschaftigen beabsichtigen. Zu 
vorgegebenen ganzen rationalen Zahlen e,=--->e(= 0) gibt es unendlich 
viele d, sowohl positive als auch negative, so daB die absolute Klassengruppe 
(Fall m= 1) des zugehérigen £2—P(\/d) genau e, durch 2” teilbare Invari- 
anten hat (n= 1,...,k), auch die asymptotische Verteilung dieser d l4Bt sich 
bestimmen. Entsprechendes gilt aber auch fiir den allgemeinen Fall. Eben- 
falls 1aBt sich das zuerst von NAGELL [6] in Angriff genommene Problem 
beziiglich der asymptotischen Verteilung dér Zahlen dm?’ genau aufklaren, fiir 
die die Pellsche Gleichung (4) lésbar ist. Weniger scharfe Untersuchungen 
‘dieser Art haben wir schon friiher [15] gemacht, als wir erst noch iiber einen 
kleinen Teil obiger Resultate verfiigt haben; die Verschdrfung bietet im 
Besitz vorliegender Arbeit keine ernsten Schwierigkeiten. 

Auch soll erwahnt werden, daf man mit Hilfe unserer Resultate ohne sehr 
groBe Miihe eine Lésbarkeitstafel der Pellschen Gleichung (4) etwa fiir die 
dm?<10° zusammenstellen kann. Vorarbeiten hierzu liegen mir im Manu- 
skript schon vor. Die umfassendste Tafel dieser Art ist die von Patz [7], in 
der (unter anderem) auf Grund des Kettenbruchkriteriums die Falle dm’ <10' 
aufgearbeitet wurden. 

Wir gliedern unsere Arbeit so: 

Im §2 machen wir im Zusammenhang unserer Probleme einige histo- 
rische und kritische Bemerkangen, die dén Leser von der Zusammengehé- 
rigkeit dieser Probleme schon im voraus tiberzeugen werden. 

In den §§3,4 erfolgt die Lésung des Problems I (s. Satz 1) bzw. der’ 
Probleme II bis IV (s. Satze 2 bis 4). 

Im §5 untersuchen wir die Eigenschaften der KlassenkGrper K,, (s: Satz.5). 

Im §6 wird die Konstruktion der K, durchgefiihrt (s. Satz 6 und sei- 
nen Zusatz). 

Im §7 stellen wir einige Teilresultate unserer Untersuchungen zusam- 
men, woraus sichtbar wird, dafB unsere Resultate die friiheren Forschungen 
dieser Art umfassen. Hier betrachten wir auch einige Beispiele."* 


14 Wir haben zu bemerken, daB wir iiber den Gegenstand dieser Arbeit schon vor 
10 Jahren in ungarischer Sprache eine Arbeit [21] verfaBt haben, die aber wegen des 
Krieges unvollendet geblieben ist. (Es wurden namlich vier Mitteilungen geplant, von denen 
nur drei erschienen sind.) Diese unvollendete Arbeit [21] wird durch die vorliegende sonst 
auch in mehrerer Hinsicht iiberholt. Aus diesen Griinden wollen wir auf die Arbeit [21] 
keine Notiz mehr nehmen und die vorliegende so abfassen, als wenn wir alles erst hier 


erfunden hatten. 
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§ 2. Historische und kritische Bemerkungen 


Wir wollen kurz iiber die friiheren Untersuchungen beziiglich unserer 
Probleme I bis IV berichten. Diese betreffen fast ausschlieBlich den Fall 
m==1, weshalb wir uns hier — wenn nicht anderes gesagt wird — auf 
diesen Fall beschranken werden. Naher wurden nur die zwei klassischen 
Probleme I, IV untersucht, entsprechend wird hier meist nur iiber diese die 
Rede sein. Unser Hauptzweck ist hier klar zu machen, wie diese scheinbar 
voneinander weit liegenden Probleme I, IV schon friiher miteinander in eine 
enge Beriihrung getreten sind und daf deshalb ihre vollstandige Lésung nur 
auf einem gemeinsamen Wege zu erhoffen ist. Hierdurch (und durch den 
Inhalt vom §7) wird der Leser iiberzeugt, daf die in §§ 3, 4 aufzustellenden 
Satze eine bestmégliche Lésung unserer Probleme enthalten. Beziiglich nahe- 
rer historischer Angaben verweisen wir auf die spateren Teile dieser Arbeit 
und auf das Literaturverzeichnis am Ende dieser Arbeit. 

Den ersten Schritt zur Lésung von Problem | hat GAUss mit seinem 
beriihmten Satz iiber die Genera (=-Geschlechter) der ganzzahligen binaren 
quadratischen Formen getan, nach dem namlich e,-t¢—1 ist. 

Beziiglich Problem IV fand DiRICHLET [1] im. Zusammenhang mit Prob- 
lem Ill gewisse hinreichende Bedingungen, damit (4) lésbar ist. Der erste 
Teil dieser Bedingungen driickt sich in quadratischen Restsymbolen (4, der 
zweite in sogenannten rationalen biquadratischen oder Dirichletschen Rest- 


symbolen (+ (s. [8] §1) aus. Nach ihm liegt fir 
L 4 


x*—pqy =—1 (p,q verschiedene Primzahlen, =1 (mod 4)) 
Lésbarkeit vor, wenn entweder 


(2) es (2. ae, 
QJs \ DPJ 
gilt. AuBer diesem Fall hat DirICHLET nur noch den Fall 


x—pqry = — (p,q, r verschiedene Primzahlen) 
betrachtet und fand hierfiir zwei ahnliche, etwas kompliziertere Bedingungen. 
Diese schénen Beispiele wurden lange Zeit nicht geniigend gewiirdigt, erst 
TANO [24] hat sie auf den Fall 
(15) x— dy =—1 
verallgemeinert. 
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Im Problem I habe ich [9] vor zwanzig Jahren mit der Bestimmung 
von eé, auf klassenkérpertheoretischem Wege den ersten nennenswerten Fort- 
schritt gemacht, und zwar konnte ich e, ebenfalls mit Hilfe von Symbolen 


a : ~ : : 
(<.| ausdriicken. Gleichzeitig machte ich die entscheidende Entdeckung, dab 


sich der erste Teil der Dirichlet-—Tanoschen Bedingungen so aussprechen 
laBt: Enthdlt d(>0) keine Primfaktoren von der Form 4k--3 und ist e,~O, 
so ist (15) lésbar. Durch diesen Satz ist Problem IV zum erstenmale mit 
Problem I in einen Zusammenhang gekommen. Bald nachher machte ich [13] 
in beiden Problemen I, IV einen’ weiteren Fortschritt und zog den Zusammen- 
hang zwischen ihnen enger, indem ich e, bestimmt und dem zweiten (nam- 
a 
real 
reichenden) Bedingungen beziiglich der Lésbarkeit von (15) gewisse ahnlich 
gebaute aber notwendige Bedingungen an die Seite gestellt, ferner beide 
dieser Bedingungen wieder mit Problem I in eine Beriihrung gebracht habe. 
In den Arbeiten von INABA [4], IvyANAGA [5], REICHARDT [22], SCHOLz [23] und 
mir [11], [12], [14] bis [18], [20] wurden teils diese ersten Resultate auf 
mehrere Arten neu bewiesen und vertieft, teils aus innen verschiedene Anwen- 
dungen gemacht, unter denen insbesondere auch die Lésung vom Problem II 
fiir.n 2 vorkam. F 

Es war klar, da es sich in den besprochenen Resultaten um Bruch- 
stiicke einer (noch fehlenden) gemeinsamen Theorie der Probleme | bis IV 
handelt, weshalb ein befriedigender Abschlu8 der Theorie der Pellschen 
Gleichung nur darin bestehen kann, daB man die erwahnten teils hinreichen- 
den teils notwendigen Bedingungen fiir die Lésbarkeit von (4) zu einem die 
samtlichen Falle umfassenden Kriterium vervollkommnet. Hierzu fehlte es aber 
noch an einem (zahlentheoretischen) Symbol, das zur Beschreibung der 
Gesetzmafigkeiten dieser erst aufzustellenden Theorie eignet. Fest hat es nur 
gestanden, daB dieses Symbol eine Verallgemeinerung des Dirichletschen 

a 


Symbols (2 sein muB, da dieses in den schon entdeckten Gesetzmabig- 
4 


keiten eine Rolle gespielt hat. Nach einigem Experimentieren (s. meine Arbeit 
[17]) fand ich, daB das gesuchte Symbol das in [8] definierte bedingte Artin- 
sche Symbol ist. Mit Hilfe dieses Symbols konnten wir dann den Hauptsatz 
in [8] aufstellen, auf dem die Lésung unserer Problem | bis IV beruhen wird, 
wie wir das im §1 schon besprochen haben. Vgl. noch §7, wo wir sehen 
werden, daB das bedingte Artinsche Symbol in der Tat eine Verallgemeine- 


lich durch Symbole ausgedriickten) Teil der Dirichlet—Tanoschen (hin- 


Ashi 
rung von (<1) ist. 
b Ja 


15 Die Arbeit [9] ist unter Mitwirkung von H. ReicHarpt mit unverandertem Inhalt 
aber eleganterem Beweis auch in deutscher Sprache erschienen, s. Répci und Reicuarot [10]. 
Herr H. Hasse hat sich zurzeit iiber meine ersten Resultate in einem an mich geschriebenen Briet 
sehr liebevoll geduBert, womit er die Fortsetzung meiner Untersuchungen krdftig befordert hat. 
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§ 3. Lisung des Problems | 


Wir verabreden uns, daf wir mit /d’ stets die positive Quadratwurzel 
von a’ bezeichnen. Das bezieht sich auch auf //d, insofern d positiv ist. Fer- 


: 1 ‘ 
ner wahlen wir Vd” so, dab //d’ Vd” gleich /d oder > 5 Vd ist. 


Ist £ eine Zahl in P(/d’, /d”), so soll § das Yee von & 
in bezug ‘auf P(//d) bezeichnen." 
Die Lésung von Problem | ist enthalten im folgenden: 


Satz 1. Um die Kérpermenge ‘Mi, und eine Basis von ihr anzugeben, 
verfahre man wie folgt. Man wahle einen Primzahlfaktor p von D, der aber 
im Fall 2\D eben p= 2 sein soll. Durchléuft d, die zu p primen und von 1 
verschiedenen primdren Teiler von dm, so sind die Koérper 


(16) K=2(/d) 


die sdimtlichen verschiedenen Elemente von Wi,. Wenn also p,,...,pi-1 die 
sdimtlichen zu p primen primdren Primzahlteiler von dm bezeichnen, so bilden die 


(17) 2(Vpi) (kK =1,...,p—1) 
eine Basis von MMt,. Hieraus folgt nach [8] (17) 
(18) é,=—f—l. 


Um die Gruppe XU, und ein System erzeugender Elemente von ihr anzu- 
geben, nehme man zu jedem System §=(d',d”, m’,m’) zwei ganze rationale 
Zahlen x’, x” mit den Bedingungen 


(19) Ca it 5 bes 6 ney (Ee 

(20) d’ m®x°—d" m'’x’? > 0, —1 (mod 2), 
und setze 

(21) E= m’x' Vd’ +m’x" Vd". 


Man nenne & kurz eine zu $ gehorige Zahl. Diese Zahl § ist ganz und dast 
Ideal” (&) liegt in einer Idealklasse A, die durch $ eindeutig bestimmt ist, 
also mit A(8) bezeichnet wérden darf, ferner gilt der Homomorphismus 


(22) S~MY, (§+A(8)), 


der wegen O(X,) = 2 = 2" | ein 2:1 Homomorphismus ist2* Nimmt man also’ 


‘5 Sonst auch werden wir im Falle einer algebraischen Zahl a oder eines Ideals a 
mit a’, q’ stets-ein (in jedem Falle naher zw nennendes) Relativkonjugiertes von a bzw. 
a bezeichnen. Wenn wir aber rationale Zahlen mit a’, x’, Di usw. bezeichnen (wie wir das 
auch bisher schon oft getan haben), so wird hierdurch kein Bezug auf den Konjugierten- 
begriff genommen. 

' Wir meinen das aus den durch § teilbaren Elementen von [2] bestehende Ideal. 


8 Nach (22) handelt es sich mit der in [8] §2 eingefiihrten Redeweise um eine 
abundante Erzeugung von ,. 
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eine Basis $",...,8" von =, so bilden die Klassen 
(23) A(S) G=Slyoo ty) 
ein System erzeugender Elemente von \,. (Mit der Basis (17) und dem 
Erzeugendensystem (23) la8t sich der Hauptsatz in [8] §2 anwenden, so dab 
man zuerst die Matrix M, in (11) aufstellt und dann die Ableitungsfolge 
M,,M,,... in (12) bildet. Da dann e, mit der Anzahl der Spalten von M,, 
iibereinstimmt, so liefert Satz 1 mit dem Hauptsatz in [8] §2 zusammen. in 
der Tat die Lésung von Problem 1.) 

Die erste Halfte von Satz 1 beweisen wir erst in §5 (s. den SchluB 
von Satz 5). Fiir das iibrige beweisen wir zundchst zwei Hilfssatze. 


HiLFssatz 1. Fiir jede zu 2 prime Zahl « in [Q] aber auferhalb von [2] 
liegt «' (k=-1,2,...) dann und nur dann in [2], wenn 3'k ist. (Offenbar 
gilt dann dasselbe. fiir [Q],,, [Q]\!’ statt [2], [Q]”.)” 

Nach der Annahme mufi namlich 

—*tyId (2x, y;d=5 (mod 8)) 
gelten. Hieraus folgt 


3x24 dy?) — 
y To Va. 


Da hier beide Zahler durch 8 teilbar sind, so gilt «'¢€[Q] und allgemeiner 
a €{Q|) (k= 3,6,9,...). Ferner liegt 


C= ae at + Vd 
auferhalb von [Q]”. Wegen eis (2, — gilt auch @=1 (mod 2), 
woraus 

l=, @2—@ (mod 2) (Ree lez, on} 
folgt. Hiernach liegen mit ¢, @? zusammen auch alle @**!, @! (k= 1, prey | 
auBerhalb von [Q]”. Somit haben wir Hilfssatz 1 bewiesen. 


HILFssaTz 2. Die Zahlen & in (21) stimmen mit .den Ree vee 
aus den zu 2m primen totalpositiven singuldéren® Zahlen von [Q),” iiberein. 


19 Wenn x2—dmty? —— 4 gilt (2 4 x, y), so liefert die Anwendung von Hilfssatz 1 mit 
o— 5 (x + my/J d), daB auch die Gleichung x2—dm?y? = —1 lésbar ist. Hiernach wiirde 


in Problem IV keine wesentliche Anderung eintreten, wenn man auf der rechten Seite 
von (4) nicht nur —1, sondern auch —4 stehen 146t. — Hier bemerken wir, da sich 
|” auch als der Unterring derjenigen Elemente von [2] charakterisieren lat, deren Spur 
urch 2 teilbar ist. Der wesentliche Inhalt von Hilfssatz 1 148t sich dann so aussprechen, 
aB die Spur der zu 2 primen Kubikzahlen in [2] durch 2 teilbar ist. Dementsprechend 
ieBe sich Hilfssatz 1 mit wenigerer Rechnung beweisen, als das oben ees wird, er 
ieBe sich natiirlich auch leicht verallgemeinern. 

% Bine Zahl in 2 nennen wir nach Hecke singuldr, wenn sie das Quadrat eines 
deals in 2 ist. 


A4 L. REDEI 


Nimmt man zu zwei Systemen 8, J(€S) je eine zugehérige Zahl , 1,, so ist auch 
das Produkt ©n eine der Zahlen (21), und dieses Produkt gehért dem System 
$F zu. 

Zum Beweis dieses Hilfssatzes betrachten wir eine Zahl ¢ aus (21). 
Man betrachte auch das Relativkonjugierte 

= = ym’ x’ a’ —m ” xt Vd”. 

Da die Relativspur + & —2m’x’ Vd’ ganz ist und die Relativnorm ¢& mit 
der linken Seite von (20) iibereinstimmt, also ebenfalls ganz ist, so folgt das 


- 


ahnliche auch fiir &. Wegen (19), (20) ist & zu 2m prim, ferner liegt 
oP =d'm?x* +d" mx" +2mx' x’ \d'd" 
in [2]. Da d’ positiv und singular*' ist, so ist wegen 
d'2 = (d'm'x + mx" \d'd’y 
die Zahl oe totalpositiv und singular. 
Umgekehrt gehen wir von einer zu 2m primen totalpositiven singularen 

_ Zahl 
(24) e=—a+bl\d (a, 6 ganz rational; mj\b) 
in [82]? aus. Dann ist die Norm von ¢ (positiv sogar) eine ungerade Quad- 
ratzahl : 
(25 a—db=c (c>0, 2a). 

Diese Gleichung 14Bt die identische (auf DIRICHLET zuriickgehende) Umfor- 
mung | 
(26) * 2(a+c)(a+6/d)=(a+c+6) dy 
zu.»Aus (24), (25), (26) folgt, daB 2(a+c) positiv und singular ist, folglich 
gilt 
(27) 2(a-+c)=rs’ (r\D) 
mit geeigneten ‘natiirlichen Zahlen r,s, von denen r quadratfrei angenommen 
werden darf. Wir zeigen, daB unter den Paaren d’,d” stets ein (iibrigens nur 


ein) solches vorhanden ist, woflir r—d’ oder r=4d’, auBerdem mit einer 
natiirlichen Zahl uw 


(28) a+c=2d'u 
gilt. Ist namlich ryd, so ist wegen r\/D gewif 2\r, d=3 (mod 4), weshalb 


man jetzt oes ("= aa"'| setzen kann, somit gilt dann (28). Ist rd 


und zundchst 2\s, so kann man d’—r (d”—dd’'), w= setzen, und dann 
gilt (28) wieder. Ware endlich rd, 24s; so folgt aus (27) 2\r, also 2ld, 


21 Alle Primfaktoren von D sind namlich singular. 


DIE 2-RINGKLASSENGRUPPE DES QUADRATISCHEN ZAHLKORPERS 45 


woraus sich nach (25) 2a+c sacbi ein Widerspruch mit (27). Wir haben 
(28) bewiesen. 


_ Nunmehr folgt aus (24), (26), (28) 
o=(2u 'd’) *(2d' + b Vay, 
also 
(29) o=(uVd’+vVa’y 
mit einer passenden rationalen Zahl v. Da aber 0, u ganz sind, so muB wegen 
(29) auch + ganz sein. Aus (24), (29) folgt 
miu. 
Da ferner 9 zu m prim ist, so folgt aus (29) offenbar (m,uv)—1. Also 1a6t 
sich mit einem geeigneten Paar m’, m” 
(30) = m'x’, v==m’x’ 
setzen, so daf fiir die ganzen é vari - x” die Bedingungen (19) erfiillt sind. 
Auferdem folgt aus (24), (29) 
a=d' uid’ y. 
Dies und (28) ergeben 
c=d'r—d’ Yr. 
Wegen c>0, 24c folgt hieraus nach (30) das Bestehen von (20). Wird also 
E—ud’+v/d” 
gesetzt, so ist § nach (30) eine der Zahlen (21), ferner gilt nach (29) 
Vo —€. Die erste Halfte von Hilfssatz 2 haben wir bewiesen. 

Dem Beweis der zweiten Halfte von Hilfssatz 2 schicken wir die Bemer- 
kung voran, da® durch § in (21) auch schon das System $—(d’,d”, m’, m’) 
riickwarts eindeutig bestimmt ist, dem diese Zahl € zugehdrt. Vor allem ist 
ndmlich die Reihenfolge der Glieder auf der rechten Seite von (21) wegen 
-(20,) eindeutig bestimmt. Folglich ist das im ersten Glied figurierende Radikal 
Vd, also auch d’ eindeutig bestimmt. Endlich ist wegen (19,) auch m’ ein- 
deutig bestimmt als der gréfte gemeinsame Teiler (m, m’x’). Somit ist 8, wie 
behauptet, durch & eindeutig bestimmt. 

Da die zu 2m primen totalpositiven epiities Zahlen von [Q]% 
offenbar eine Halbgruppe* bilden, so gilt dhnliches wegen det schon 
bewiesenen ersten Halfte von Hilfssatz 2 auch fiir die Zahlen in (21). Folglich 
ist £7 eine der Zahlen (21). Wir haben zu zeigen, daf &yj dem System 8F 
aati Zu a, Zweck werde 

, == (dj, dy’, m;, my), J = (dz, d,’, m,, my), 
$3 =(d’, da’, m’,m’”), 
E—mix Vdi+ mix’ \d), 4=my \d,+myy Va 


22 Unter einer Halbgruppe verstehen wir eine multiplikative assoziative (algebraische) 
Struktur. 
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gesetzt. Da 

EVd;, n\d; 
in 2 gehdren, so gehért auch ihr Produkt in £2. Da ferner 

Vd; Vd; Va’ 
rational ist, so folgt, daB &%\Vd’ in 2 liegt. Deshalb gilt 
(31) &y =uVd'+vJa" 
mit zwei ganzen rationalen Zahlen u, v. Bezeichnen §’, 7;’ das Relativkonjugierte 
von &, 1, beziiglich P(Vd;) bzw. P(V/d:), so gilt wegen (20,) §& >0, »1/>0. 
Fiir das Relativkonjugierte 

(En) =u \d’—r a” 

von &y gilt offenbar (&7)’ = &2/’, somit gilt 


(32) d'u@—d’v > 0. 
Ferner bekommt man 
(33) u\Vd' = mimix'y’ Vdid + mi) mix’ y’ Vd dy. 
Da 
did, = 4'd'a@, dd, =4'd’b (k, /== 0, —1), 


mMyin;==in'r, — mm, = im's' 
gelten, wobei a, 6,r,s irgendwelche ganze rationale Zahlen sind, so folgt aus 
(33) m’'|u. Ahnlich zeigt man m’|v. Hieraus und aus (31), (32) folgt nach 
obiger Bemerkung, daB &), zum System SS gehdrt. Somit haben wir Hilfs- 
satz 2 bewiesen. 

Nunmehr kénnen wir die zweite Halfte von Satz 1 beweisen. Nach 
Hilfssatz 2 ist € ganz und das Ideal (§) liegt in H;, also noch mehr in A. 
Hieraus folgt, daf (€) in einer Klasse A liegt. Um zu zeigen, da A nur von 
$ abhangt, betrachten wir neben £€ eine weitere, ebenfalls zu $ gehdrige Zahl 

q=m'y'\d’+m'y' Vd", 
so dafs (19), (20) auch fiir y’, y” statt x’,x” gelten. Es geniigt zu zeigen, dab 
£7, oder —§7 eine totalpositive Ringzahl mod m ist, denn hieraus folgt wegen 
(&)’€H, daf (&), (7) in eine Klasse gehéren. Wir berechnen 
Ey -m®x'y'd' + mx’ y"d" + m(x'y”+x"y) /d'd". 

Dies zeigt im Fall d’d”— d sofort, daB &y eine Ringzahl mod m ist. Das 
1 
fy 
y',y” ungerade sein miissen. Wegen (20,) ist § oder —E totalpositiv. Das 
gleiche gilt fiir 7 oder —y, also auch ftir &», oder —Sx. Die Behauptung 


haben wir bewiesen, weshalb wir die durch (&) reprasentierte Klasse mit A(8) 
bezeichnen diirfen. 


gleiche gilt auch im Fall d’d” ——-d, da dann nach (20) x’,x”’, ebenso auch 
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Aus der zweiten Halfte von Hilfssatz 2 folgt sofort die Homomorphie- 
eigenschaft 


A(8S) = A(8)A(%). 

Zur Beendigung des Beweises von Satz 1 haben wir nur noch zu zeigen, 
daB jede Klasse A unter den A(8) vorkommt. Hierzu nehmen wir ein zu 2 
primes ganzes Ideal a aus A. Dann gilt a*€H. Indem man also a durch eine 
ungerade Potenz von ihm ersetzt, laBt sich sogar a?€H; annehmen. Hiernach 
gilt 

a’ = (a) 

mit einer zu 2 primen totalpositiven Zahl e@ in [Q],,.  Ersetzt man noch a 
notigenfalls durch a‘, so wird nach Hilfssatz 1 sogar e€[92]\” gelten. Aus 
Hilfssatz 2 folgt dann, daB «© gilt mit einer Zahi & aus (21). Hierfiir gilt 
(§)— «a. Da hiernach (&) in A liegt, so bedeutet dies, daB A unter den Klassen 
A(8) vorkommt. Somit haben wir die zweite Halfte von Satz 1 bewiesen. 


§ 4. Lésung der Probleme II bis 1V 


SATz 2. Die Systeme §=-(d’,d”,m',m’”), fiir die die Diophantische 

Gleichung (2) lésbar ist, bilden (bei festen d,m,n) eine Untergruppe 5S, von 
S mit 
(34) O(S yn) = 2! n41, 
(35) S, 2 as = Sy-1 = Sy = Spit ee (O(G,) a 2). 
Um &,(n=1,2,...) zu bestimmen, reduziere man die am Ende von Satz | 
genannte Matrix M, aus,” fasse dann die in den aus lauter Elementen 1 beste- 
henden Zeilen vorkommenden Nenner A(8) ins Auge; die in diesen figurieren- 
den § bilden eine Basis von S,,. 


Zusatz. Die Elemente von G,, (n= 1,..., 1”) lassen sich auch so charak- 
terisieren: Das System § gehért dann und nur dann zu &,, wenn 
al} 2 
. (aw). 


fiir alle diejenigen K gitt, fiir die die linke Seite existiert. * 

BEMERKUNG. Nach dem Zusatz in [8] § 2 gilt 
(37) A(’)=H ($€S,). 
Genauer bedeutet das wegen O(G,)= 2, daB S, eben der Kern der Homo- 
morphie (22) ist. 


23 Es geniigt auch, da6B man M,, nach den Zeilen reduziert, d.h. den e,+4:-Schritt 
-unseres Algorithmus ausftihrt (vgl. [8] § 3). 
24 Diese K machen nach [8] Satz 5 eben die Menge 2X,, aus. 
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Satz 3. Es gibt (bei festen d, m) genau zwei Systeme 5 =(d',d”, m’, m”), 
fiir die die Dirichletsche Gleichung (3) lésbar ist. Diese 5 machen eben die im 
Satz 2 genannte Gruppe ©, aus. 


BEMERKUNG. Man setze einen Augenblick G©—G, und zerlege S, in 
ein direktes Produkt 


6,= 5, % Sx (n= Os .» ¥—1). 
Aus voriger Bemerkung folgt wegen (22), dai die 
A(8) ($e) 


die simtlichen verschiedenen Elemente der Gruppe ,., sind (n= 0, ..., y—1). 
La4Bt man § eine Basis von G;, durchlaufen, so durchlauft A(S) eine Basis 
von 1. Hiernach ist die schon im § 1 erwahnte kérpertheoretische Bedeu- 
tung der Probleme I, Ill klar. 

Satz 4. Die Pellsche Gleichung (4) ist dann und nur dann lésbar, weniv 
(d>0 und) das vom Einselement §,==(1, d,1,m) verschiedene Element der in 
den Sdtzen 2, 3 genannten Gruppe ©, gleich (Si =—)(d, 1, m, 1) ist. 

Zum Beweis brauchen wir drei Hilfssatze. 

HILFssATZ 3. Die Gruppe der totalpositiven Einheiten in [Q]\” ist zyklisch 
und thre Ordnung ist im Fall d>O unendlich, im Fall d<0O eine gerade 
Zahi. 

Im Fall d@>0O handelt es sich namlich um die Einheiten 

(x-+ my Vdy (k=0,+1,...),. 
wobei x,y die kleinste positive Lésung der Pellschen Gleichung 
e—dmy = 
ist. Im Fall @<O sind die genannten Einheiten +1,+)/—1 bzw. +1, 


je nachdem dm’=—-—1 oder <—1 ist. Hiernach ist Hilfssatz 3 in allen 
Fallen richtig. 


HILFSSATZ 4. Ist & ein erzeugendes Element der (zyklischen) Gruppe der 
totalpositiven Einheiten in (Q}\?, so ist Ve eine der Zahlen in (21). Bezeichne 
8,(€S) das System, dem |e zugehért, und zwar setze man 


§,, = (dz, 4,7’, m’,,mz), 


Vem, x, Vaz +m, xy Vaz (x21 x2 €[P]). 
Das System §, ist vam Einselement 8,==(1,d,1,m) verschieden, und es gilt 
(38) Gd: max8 dmx er = 1 


weshalb \« eine Lésung der dem System §,, zugehdrenden Gleichung (3) liefert. 
Auferdem gilt 


(39) A(8,,) =H. 
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BEMERKUNG. Dieser Hilfssatz mit Satz 3 zusammen besagt, daB $, und 
S$, eben die Gruppe ©, ausmachen (was wir im § 1 vorweggenommen 
und dort $, durch diese Eigenschaft definiert haben). 

Um Hilfssatz 4 zu beweisen, beriicksichtige man, da& jede Einheit in 
£2] eine singulare Zahl ist. Hieraus folgt nach Hilfssatz 2, da8 /e in der Tat 
eine der Zahlen (21) ist. Da /e eine Einheit ist, so liegt das Ideal (//é) in 
der Hauptklasse H, woraus (39) folgt. Man braucht nur noch §,+8, zu 
beweisen, denn die tibrigen Behauptungen von Hilfssatz 4 sind klar, Ware 
§, =§,, so wiirde (38) besagen, daB /e oder —J/e ein Element der im Hilfs- 
satz 4 genannten Gruppe ist. Das ist aber wegen Hilfssatz 3 unméglich. Mit 
diesem Widerspruch haben wir Hilfssatz 4 bewiesen. 


HILFSSATZ 5 Die Gleichung (2) ist dann und nur dann lésbar, wenn 
fiir $= (d',d”,m’,m”) die Klasse A(8) eine 2"-te Potenz ist (d. h. in Un41 
liegt). 

Nehmen wir namlich zuerst an, daB es zu § eine Lésung x’, x”’,z von 
(2) gibt. Dann sind die Bedingungen (19), (20) offenbar erfiillt. Wir betrachten 
die entsprechende Zahl § in (21) und auch ihre Relativkonjugierte 


& — m'x \d’—m’x’ Vd". 

Die Ideale (&), (&’) sind wegen (2) zueinander prim, ferner gilt 5’ = 2°". Hier- 
nach ist (€) eine 2"-te Idealpotenz in £2. Nach Satz 1 folgt hieraus, dab 
A(8) eine 2"-te Potenz ist. 

Umgekehrt sei 
(40) A($)=c™ 
mit einer Klasse C. Wir nehmen ein ganzes, zu 2dm primes, durch keine 
rationale Primzahl teilbares Ideal c aus C und setzen 


(41) Got, 

Dann liegt a? in H. Indem wir c durch eine passende ungerade Potenz von 
ihm ersetzen, kénnen wir erreichen, daB a? in Hj, liegt. Dann gilt 

(42) a? = (a) 

mit einer zu 2dm prunes} totalpositiven Ringzahl @ mod m. Ersetzt man c 


notigenfalls durch c*, so erreicht man nach Hilfssatz 1, daS @ sogar in 
{2}? liegt. Da « re (42) auch singular ist, so folgt aus Hilfssatz 2 


(43) ; i= = 

mit einer Zahl & in (21), die aber jetzt nicht notwendig zum System $ gehért. 
Wir bezeichnen mit S(€S) das System, dem § zugehért, und zeigen, dab 
nach passender Wahl von «@ trotzdem 3 —§ ausfallt. Nach Satz 1 liegt das 
Ideal (&) in A(S). Andererseits ist nach (42), (43) a= (), somit folgt aus (41) 


(44) A(S) = A(8). 


4 Acta “Mathematica 
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Hieraus folgt S —§ natiirlich nicht, aber jetzt wollen wir berticksichtigen, 
daB man in (42) fir @ auch ae nehmen darf, wobei « dieselbe Einheit ist 
wie im Hilfssatz 4. An Stelle von (43) haben wir dann die entsprechende 
Gleichung 

ae = (E\e). 
Nach den Hilfssdtzen 2,4 gehért die Zahl §)* dem System 38, zu, weshalb 
mit (44) zusammen auch die 4hnliche Gleichung 
(45) A(S$,) = A(8) 
gelten muB. Da &, =-§8, ist, so ist J$, = 5. Da ferner (22) eine 2:1 Homo- 
morphie ist, so folgt aus (44), (45), daB J oder 53$, mit § iibereinstimmt. 
Hiernach kénnen wir durch die passende Wahl von « in der Tat erreichen, 
daB selbst schon § dem System § zugehért. 

Dann gilt 


(46) E— m'x'Vd' +m” x’Vd" . 
so, daB dabei (19), (20) befriedigt sind. Da ferner nach (42), (43) a=() 
. ist, so folgt aus (41) 
(47) (§) =e" 
Dabei ist mit a zusammen auch c und die Norm von ¢ zu 2dm prim. Wird 
diese Norm mit z bezeichnet, so ergibt sich wegen (20,), (46), (47) 

d’m 2’ 2__ qm mm x2 == 72" 
Ferner hat mit ¢ zusammen auch a= (§) keinen rationalen Primzahlteiler, 
weshalb wegen (z, 2dm)== 1 

(m’x, mm" x’, 2)= 1, 242 
ist. Wir haben bekommen, dab Q) lésbar ist, womit wir Hilfssatz 5 bewie- 
sen haben. 

Nunmehr beweisen wir Satz 2. Nach [8] (17) ist 
O(%u41) . ad, 


ferner gilt %,>2%,5---. Hiernach folgt aus Hilfssatz 4 und der 2:1 Homo- 
morphie. (22) die Richtigkeit von (34), (35), wobei man auch (1) 2u bertick- 
sichtigen hatte. Die Anzahl der im Satz 2 genannten Nenner A(8) ist 1+ e,.1, 
sie bilden ferner ein System erzeugender Elemente von X,,,;, endlich sind die 
in ihnen figurierenden $ unabhangige Elemente von ©. Hieraus und aus der 
Homomorphie (22) folgt wegen Hilfssatz 4 die restliche Behauptung von Satz 2. 

Nach dem Schluf von [8] Lemma 3 und nach [8] Satz 5_besteht 
Misi(a = 1,..., ”) aus denjenigen A, fir die 
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gilt, immer wenn die linke Seite existiert. Hiernach folgt aus Hilfssatz 4 die 
Richtigkeit des Zusatzes. 

Der Beweis von Satz 3 erfolgt so. Nach dem Anfang von Hilfssatz 4 
ist #,— |e eine der Zahlen (21). Fiir diese Zahl ist die linke Seite von (20) 
gleich 1, somit haben wir es mit einer lésbaren Gleichung (3) zu tun. Und 
zwar ist das zugehdrige System, wie wir das auch gesehen haben, von 
$=—/(1,d,1,m) verschieden. Ferner ist (3) auch noch im Fall 8=§8, ldsbar. 
Andererseits ist klar, daB (3) fiir kein $ auBerhalb von G, lésbar sein kann. 
Hiernach folgt aus (35) die Richtigkeit von Satz 3. 

Da (4) der zum System $; gehérende Spezialfall von (3) ist, so folgt 
aus Satz 3 die Richtigkeit von Satz 4. 


§ 5. Die Eigenschaften der Ringklassenkérper 


Wohl haben wir unsere Probleme | bis IV in den SAtzen 1 bis 4 
beantwortet, aber wir wissen auch (vgl. [8] §§ 1,6), da& zur Anwendung 
auf konkrete Falle die effektive Konstruktion der Korper K,, nétig ist. Deshalb 
wollen wir hier die Eigenschaften der K6rper K, in solcher Ausfiihrlichkeit 
untersuchen, daf wir diese K6érper dann im folgenden § 6 konstruieren 
k6nnen. 

Zur vorherigen Beleuchtung unseres Verfahrens bemerken wir folgendes. 
Ganz allgemein, wenn man einen Koérper K konstruieren will, so zerlegt man 
ihn oft zweckmaBig in ein Produkt K=—K;,---K, von mdglichst einfach gebau- 
ten Koérpern K,,...,K,. Insbesondere, wenn es sich um algebraische Zahl- 
kérper endlichen Grades handelt (nachher wollen wir in dieser Arbeit stets 
nur noch von solchen K6érpern reden), so kann man verlangen, daB die Fak- 
toren K; von mdglichst kleinem Grade sind. Freilich gibt im betrachteten Falle 
die Theorie von GALoIs genaue Auskunft tiber alle Zerlegungsméglichkeiten. 
Es wird sich nun in unserem Falle K—X,, zeigen, dab jede Zerlegung von 
K, in ein Produkt von echten Unterkérpern notwendig einen_,,unzerlegbaren“ 
Faktor A, vom Grade 2” enthdlt. Es wird sich auch zeigen, da& umgekehrt 
‘stets eine Zerlegung von der Form K,—A, $2, existiert, in der also die Fak- 
‘toren den Grad 2” bzw. 2 haben. Deshalb verfahren wir natiirlicherweise so, 
daB wir in diesem § 5 die Eigenschaften von K, durch die eines solchen 
K6rpers A, untersuchen und im § 6 die Konstruktion von K, auf die von A,, 
zurtickftihren. Das wird gewifB der beste, und wie wir sehen werden, auch 
sehr gut gangbare Weg zur Konstruktion der Kérper K,.. 

Der einzige Gegenstand von diesem § 5 wird nur noch der Beweis vom 


folgenden sehr langen aber leichten:” 
| 


2% Fiir den Spezialfall m1 geht obiger Satz im wesentlichen auf Reicuarvt [22] 
zuriick. 


i” 
| 
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Satz 5. Man betrachte ein beliebiges festes K, (n—=1,..., ”) und zugleich 
auch die durch dieses eindeutig bestimmte K6érperkette 
(48) (2 =)KeCKic:--CKy. 
Dann gelten die folgenden 1° bis T°: 

1°. Der Kérper X.,, ist Galoissch (vom Grade 2"*'). Seine Galoissche 
Gruppe lapt sich in der Form 


(49) G(Kn) asa {Ty , U,.} 
annehmen, wobei 
(50) TE 1, NUS 1p RUT eT 


Hiernach ist (49) die Diedergruppe von der Ordnung 2"' (im Fall n=1 die 
Vierergruppe). Folglich enthdlt K, zu jedem i (=1,...,n) aufer Ki. genau 
2' Unterkérper vom Grade 2’. Bezeichne A; einen dieser K6érper, ferner werde 
A. =P gesetzt. Es gilt 


(51) K; = A;82 = A-(VD) (i=1,...,2). 
Fiir i=1,...,n enhdlt jedes A; genau ein A;-; und jedes A;-, ist in genau 
zwei A; enthalten. Wir wdhlen im folgenden ein A, fest™® und definierer 
Ai,...,An-1 eindeutig so, dap 
(52) (P=)A CAG *-— A, 
gilt, ferner soli A; (i=1,...,n) den ,zweiten“ der gesagten Korper iiber A: 
bezeichnen. Wir veranschaulichen die Sachlage so: 

Ks | K; 

INS oo 


$2 AL A, Kir Ai Ai . 
(53) bie el pawl a (i= 2,...,0). 
P Ait 
Ai-2 
Die Automorphismen T,,, U, wdhlen wir so, dap 


gilt und A, zur Untergruppe {U,,} von (49) gehért.” 
2°. Die Primidealfaktoren von D in §2 zerfallen in K,,.1|92 voll. 


°° Umgekehrt ist durch An und 2 auch schon K, A» eindeutig bestimmt. (Fir 
n>=2 ist Kn sogar durch A» allein bestimmt als sein Galoisscher Kérper.) Die oben bis 
(64) zu definierenden Begriffe A;,A,;, ;, 0{, m;, m,;, ;, % (vgl. aber 2) werden lauter Inva- 
rianten von K, und A, (teils nur von K,) bedeuten, Unser Satz 5 ist im wesentlichen der 
Inbegriff der Eigenschaften dieser Invarianten. 

°7 Zur Wahl von T,, gibt es genau 2”-' Méglichkeiten. Wiirde man neben A, noch 
einen Unterkérper B,, von K,, vom Grade 2” mit A,B, =P auszeichnen und T, so defi- 
nieren, daB B, zur Untergruppe {7,,U,} gehdrt, so ware hierdurch auch T ” eindeutig 
festgelegt. Das wird aber fiir uns unnétig, ferner werden wir unter allen Unterkérpern von 
K,, nur die in (53) markierten zu betrachten haben. 
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3". Insbesondere gilt 
(55) A, =P(\Dym,) (m,|m) 
mit einer primdren ganzen Zahl m, und einer D-Zerféllung Dy, Di, die im 
Fall m,= 1 echt ist. 

4’. Es gilt™ 


(56) Day; \a; = dim; (d;|D, m;|m; i=0,...,n—1) 
mit eindeutig bestimmten (ganzen) Idealen d,,m; in A;. Die m; sind selbst- 
Konjugiert® und zwar ist 

(57) m= Mim me! (i=0,...,2—1) 


mit eindeutig bestimmten primdren ganzen rationalen Zahlen m,,...,m,, fiir 
die (mit obigem m, zusammen) 


(58) m,---m,,|m 
gilt.” Fiir die »; gilt 
(59) Bi == Do, didi= Ds, didi—=d7-1, 9 (=a 2y....—D) 


wobei 0; (i=1,...,n—1) das Konjugierte von »; in A;\A;-1 ist. AuBerdem 
gelten 


(60) (d;, 7) = 1 
(61) dy: d;0f = D! (i=1,...,2—1). 
(62) M,,d; = Di § 
5". Wir setzen (vgl. (55,)) 
(63) Aisi = AV ai) (& = Dym,; i=0,...,n—1) 


mit geeigneten Zahlen «; in A;.” Es gelten (vgl. (59) Vs | 
(64) «—=D.m, 4G = Dom (in P), ee! Seti. (induced neal tae? wasn 1): 


8 Dix: N;, x» S11, bezeichnen die Diskriminante eines | Relativkdrpers L\|K und die 
Norm bzw. Spur in L|K. Wenn K-:--P ist, so schreiben wir kurz D,, N,, S,. 
29 Selbstkonjugiert nennen wir ein Ideal, wenn es mit allen Konjugierten gleich ist. 


30 Obiges (57) hat den Sinn, daB ms... |m?' der Reihe nach Ideale Niger Os 


in A, bezeichnen, fiir die a? ™m,,...,a; =m, gilt. 

31 Nach (59) gelten die Teilbarkeiten »/_,|...|0;|Dj. Dagegen sind »,,...,0,_, 
wegen (59), (60) paarweise relativ prim. Man bemerke ‘auch die Folgerung von (59), (60), 
daB in A ‘lA i@=1,. .,N—1) alle Primidealfaktoren von »/_, voll zerfallen. Das bedeutet 
jetzt, dab sie in ein Produkt von zwei verschiedenen Primidealen zerfallen. Im allgemeinen, 
wenn L|K ein Relativkérper vom Grad r ist und p= },...},.. gilt, wobei p und F soccer 
Primideale in K bzw. L bezeichnen, so sagen wir, daB p in L\K voll zerfallt bzw. voll 
verzweigt, je nachdem die {,,..., },. verschieden bzw. alle gleich sind. 

; 32 Offenbar ist a, bis auf einen willkiirlichen, von 0 verschiedenen Quadratzahlfaktor 
in A, eindeutig bestimmt. Anders gesagt ist also die ,Quadratklasse“ von a; (in A,) eine 
Invariante (von ¥,,A,). Deshalb diirfen die a; als ganze Zahlen gewahlt werden, Man 


bemerke, daB wegen (52), (63) die Zahl Va, vom Grad 2'*! also a, vom Grad 2‘ sein muB. 
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wobei a das Konjugierte von «; in Ai\A;1 bezeichnet. Ferner gelten 


(65) (wi) = dim, | 

t 4 \ ¢ (in Ai) rt os 
(66) “i = 1 [mod ony \ (i=0,..., n—1). 
(67) i TG; 7 1 (in K;) 
Es bestehen noch (vgl. (55)) 
(68) A,=P(//Dim,), Ai = A(V ei) 


= Be mish acs) (ie hy eee 
(69) K, = 2(VDym,) = 2 (Dim), Kier = Ki(Ve) = Ki (Ve) 3 


6". Es gelten (vgl. (56)) 
(70) Dy,=Dim,,  Di,,,\4, = dims (i= 1,..., 2—1), 


(71) Dx;,.\k; = (f=50, 3.2, = 1h 


7’. Uber K, 1(2=n=v) gibt est genau 2' ° Korper Ki,, diese werden, 
jeder genau viermal, durch 


(72) Ki = Kn-1(VD*m*a,.-1) (D*\D, m* m) 

angegeben, wobei man diejenigen ganzen rationalen Teiler D*,m" von D bzw. 
m zuzulassen hat, fiir die D*, DD*" eine D-Zerfallung und m°* primar ist.’ 
Und zwar bekommt man aus einem Koérper (72) die iibrigen drei, ihm glei- 


chen so, dag man D* m* mit D,D,m,,D\m, multipliziert und nachher die 
Primzahliquadratfaktoren streicht (vgl. (69,)). Offenbar ist jetzt 


An == Au-1() D?m*a,-1) 
ein von K, verschiedener Kérper (2"-ten Grades) mit A, ;CA%CKi, den man 
also im Zusammenhang mit ki an Stelle von A, nehmen kann. Bezeichnen 
ferner mi, i. den Wert von m,,»,.1 beztiglich Ki, Ai (statt K,,A,), so gilt 
sis mm, 
2) (m*, my---m,-1) 


(73) m’ (in P), d&-1—=(D*, d/-.)(DD*", d,1). 
Beziiglich des iibriggebliebenen Falles n=1 gilt: Es gibt genau 
2''—1 Kéorper K;. Diese werden, jeder genau zweimal, durch 


(74) Kt = 2(/ D*m") 
angegeben, wobei D*,m" dasselbe bedeuten wie in (72) mit dem Unterschied, 


dap im Fall m*=-1 die D-Zerfdllung D*, DD*" echt sein soll. Und zwar 
bekommt man aus einem Kérper (74) den anderen, ihm gleichen so, dag man 


33 Wie iiblich bezeichnet »@ und » (2) - die Gleichheit bzw. Kongruenz bis auf einen 
von 0 verschiedenen Quadratfaktor, dessen Basis stets sinngemaB eine Zahl oder ein Ideal 
eines, in jedem Falle anzugebenden K6rpers ist. 

34 Insbesondere fiir D* = m* —1 stimmt K* mit obigem K,, iiberein. 
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D* durch D D*" ersetzt. Fiir (74) und den entsprechenden Koérper At =P(\ D*m’) 
fallt m,=m"* bzw. d,= D* aus.” 


BEMERKUNG. Aus (71), (57) folgt wegen K,—P(//D), da® unter allen 
Primzahlen genau nur die Faktoren von Dm,...m, in Ky verzweigen. Wir 
wollen naher zusehen, wie diese Primzahlen p in K, und ihren Unterkérpern 
in Primideale. zerlegt werden. Zunachst folgt aus 2°, daB im Fall p|D 


(75) P= (r++ Pr) (r=2"") 
gilt mit verschiedenen Primidealen p,,..., », ersten Grades in K,,. Wegen (55) 
folgt hieraus: Erstens wenn p|D, ist, so gilt p= p? mit einem Primideal p 


ersten Grades in A,, ferner zerfallt dieses in A,-1|A, (2 = 2) voll. Zweitens 
wenn p|D, ist, so folgt aus vorigem wegen (55), (56), (59) offenbar, daB p 


der Reihe nach in den Kérpern A,,...,A,-1 nach folgendem Schema in 
Primideale ersten Grades zerfallt (veranschaulicht wird der Fall n—5): 
E p 
Cn et ad A 
see 7 
(76) A? Dp, i Pp, 
A,: Du Die a OS 
has fs gor bs | he 


. $ 
Ag? Pin Png Pin Pry Yor Poa Pa Pow Pow 


Die divergenten und parallelen Linienpaare veranschaulichen die Vollzerfallung 
bzw. die Vollverzweigung. Die letzten zwei Primideale in der mit A; mar- 
kierten Zeile sind eben (p, ,) bzw. (p, >i). Diese zwei gehen in p zur ersten 
Potenz, die tibrigen 2°'—1 Primideale der gesagten Zeile zur zweiten Potenz 
auf. Drittens wenn p|m; (1=i<n) ist, so folgt aus (56), (57), daB p in 
Ay,.--, A; unverzweigt ist und die Primidealfaktoren von p in A, in den K6r- 
pern Aj,1,...,A, vollverzweigen; dasselbe gilt wegen (71) auch fiir ,K“ statt A“. 


35 Man sieht, daB der Teil 7° von anderer Natur ist, als die’ vorigen Teile 1° bis 6° 
des Satzes, da es sich in diesen um die Eigenschaften eines festen K, und eines in ihm 
enthaltenen A,, handelt, wahrend 7° besagt, wie alle Paare K,,, A, iiber einem festen Paar 
K,-1,A,-1 beschaffen sind (12 =<»). — Wir bemerken, da6 die rechte Seite von (73,) 
fiir die verschiedenen D* alle tiberhaupt méglichen ganzen Ideale bd, mit den Eigenschaften 


Dre Dra or Dads, (D,-1, D, 4) ==] 


durchlauft, wobei d,, das Konjugierte von b,-; in A,—1|A,-2 bezeichnet. Das folgt namlich 
leicht daraus, daB nach (593), (60) insbesondere auch d,.; eins der hier gesagten Ideale 
v*_, ist. Man sieht sogar, daB (73,) auch schon dann die sdmtlichen verschiedenen Say 
liefert, wenn man fiir D* nur die Teiler von a zulabt. Dies folgt daraus, da nach (59p, x) 
alle 0;,0 (¢=1,...,2—1), insbesondere »,_,, 0, 1 Teiler von Do sind. 
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BEWEIS VON 1°. Bezeichne h; (i=1,...,”) die K; zugeordnete Ideal- 
gruppe in §2. Mit f; bezeichnen wir das Konjugierte von }; in $2. Mit b, 
zusammen ist auch h; eine Weber—Takagische Idealgruppe in §2. Fiir sie ist 
im —mp., ein gemeinsamer Erklarungsmodul. Bezeichne a ein zu m primes 
Ideal in ; und a’ das Konjugierte von a (in 2). Da aa’ rational und prim 


zu m ist, so gilt 


aa’ € H,& HGS hi. 
Hieraus folgt a’€ 6, );S;. Nach Ubergang zum Konjugierten folgt 
(77) hi =b;. 


Dies bedeutet, da® Kk; (absolut) Galoissch ist. 

Wir bezeichnen mit 7, einen erzeugenden Automorphismus von K,|Q, 
wofiir also (54), (50,) gelten. Bezeichnen wir mit }§ einen Primidealfaktor von 
D in K,. Wegen (D,m)==1 ist die Tragheitsgruppe von \ in K,,|$2 und in 
K,|P von der Ordnung 1 bzw. 2. Wir bezeichnen mit U,, das von 1 verschiedene 
Element der letztgenannten Tragheitsgruppe. Mit diesem gelten dann (49) und 
(50.). Um auch (50,) zu zeigen, schreiben wir 7,, als Artinsches Symbol 


iP — (HI? | 


a 


mit einem passenden Ideal a in §2. Da U, ein erzeugender Automorphismus 
fiir 22 ist, so ist U,a= a’ das Konjugierte von a, ferner gilt 

U.T.U = | U.K..| ues) rf | Ku |S | o Kx|S2 

Ae Uae a aa 

wobei beriicksichtigt wurde, dai aq’ rational ist, also in bh, liegt. Wir haben . 
die Richtigkeit von (50,) bewiesen. Die iibrigen Behauptungen in 1° sind 
eine unmittelbare Folgerung aus den bekannten Eigenschaften der Gruppe 
{T,, U,} und der Theorie von GALOIs. 

BEWEIs VON 2". Da die Quadrate der Primidealfaktoren von D in Q 
rational sind, also in H liegen, so liegen selbst die gesagten Primideale je in 
einer Klasse A. Hieraus folgt nach [8] Satz 3 die Richtigkeit von 2". 

BEWEIS VON 3°, 4° UND 6°. Da ((Ki/A;-2) die Diedergruppe 8-ter Ordnung 
ist und diese nur eine normale Untergruppe 2-ter Ordnung hat, so gibt es 
zwischen A;-2 und K; nur einen Koérper, der Galoissch und vom Grade 4 
tiber A;-2 ist (i= 2,...,n). Dieser muB Kj. sein, folglich ist A;|A;-2 nicht 
Galoissch. Andererseits ist A;-;|A:-» Galoissch, somit ist A;, A; nach (53,) ein 
volles System konjugierter Korper iiber A;-2.“° Hiernach ist 


(78) : Di; \a;-, = Da, a; (i m2? 5) *y n), 
wobei der Strich ,’“ das Ubergehen zum Konjugierten in A;-1|A;-2 bezeichnet. 


)ro = T;' 


36 Dies beweist auch (68,). 


DIE 2-RINGKLASSENGRUPPE DES QUADRATISCHEN ZAHLKORPERS 34 f 


Da die Diskriminante eines relativquadratischen Korpers das Quadrat 
der Differente ist, so gilt nach HILBERT 


(79) Dy side; Dai fap == De 
Wegen Kis: == K;Ai1 ist 


+1 i4+1 i+] 1K Dx, a; (i = 0, pee iltcs 1). 


Dx, | Air /Dk; 14; ; 
ferner ist hier die rechte Seite nach (51) ein Teiler von D. Hieraus und aus 
(79) folgt, daB 
Daz.1\a;Dx;, 


ganz und ein Teiler von D ist. Indem wir also (71) und (56) als Definition 
von m; und d, betrachten, so bedeutet das gewonnene, da »; ganz und ein 
Teiler von D ist. Andererseits ist m; nach (1) ein Teiler von Dy jo, also 
ein Teiler einer Potenz von m. Da ferner m ungerade, also m,; zu 2 prim ist, 
und Ki4:|K; den Grad 2 hat, so folgt aus (71), da®B m; sogar ein Teiler von 
m sein muf. Somit sind d;,m; wegen (D,m)==1 schon durch (56) allein 
eindeutig definiert als ganze Ideale in A,. 

Da K;,Ki+1 beide Galoissch sind, so folgt aus (71) auch, da® m; 
selbstkonjugiert ist. 

Hieraus und aus (56), (78) folgt die Richtigkeit von (70,). 

Nach der Fihrer-Diskriminantenformel gilt 


(80) De,\o= LT fr, 


wobei x dievon 1 verschiedenen Charaktere von $/),, durchlauft und f, den 
endlichen Teil des Fiihrers derjenigen Idealgruppe h, bezeichnet, die aus den 
die ‘Gleichung 404 Beast befriedigenden Nebengruppen von 5, besteht. Da 
unter den zy genau 2'' von der Ordnung 2' sind (/=1,...,n) und fiir sie 
hy = bi, fy= fi gilt, wobei f; den endlichen Teil des Fuhrers von h; bezeichnet, 


so haben wir nach (80) 
(81) De,\o= Affi. fr 
Andererseits gilt nach HILBERT 
Dy, 0 = Nx,-1|@(Dk, ik, 1) * Dey) 2 
Wegen (71) und der SE ers ae von m,-1 folgt hieraus 


i411; 


(82) De, =m Dh, 0% 

Dies und (81) ergeben © pe 
wee: 1 ou n= 

(83) My, -1 — fs jim a 1 iF ‘fs 


Nun folgt aus (77), dab die f; selbstkonjugierte Ideale in {2 sind. Auferdem 
sind sie Teiler von m, deshalb sind sie ganze rationale Teiler von m. Da 
ferner wegen f,>...2>h, die Teilbarkeitsbeziehungen 


ile |fa 
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gelten, so laBt sich 
(84) fi=m---m (i=1,...,7) 
setzen mit eindeutig bestimmten primaren Teilern m,, ...,m, von m, fiir die auch 
(58) gilt. (Wir haben beriicksichtigt, dai es auf das Vorzeichen von f, nicht 
ankommt.) Nach Einsetzung von (84) in (83) entsteht 
gre 2 22 gu-l 
Wy-1 == M, MoM; ...M,, 
Da die Faktoren der rechten Seite wegen (58) paarweise relativ prim sind, 
so sind sie mit der linken Seite zusammen lauter 2" '-te Potenzen von Idea- 
len in A,-1. Somit folgt die Richtigkeit von (57) fiir i—n—1, also auch fir 
die tibrigen /. 
Ahnlich zu (82) entsteht 
Dyjpy|a;= i Di, ja; (i—0,...,n—1). 

Andererseits ergibt sich nach (53) aus der Fiihrer-Diskriminantenformel 

Dx) 4; = Dx; )4;Da;.1) 4D. 14; 


i+1| 


Aus beiden folgt 


(85) Dyj,1)4; Das, (a; = 0G Dx; a; (i=0,...,2—1). 
Dies lautet fiir iO wegen (57): 
Ds, Dx, = m?D. {\ 


Da A,, A, quadratisch sind und m, primar ist, so folgen hieraus (55), (68,), 
ferner (59,) und (70,). 

Aus (56), (78) und dem Fall i>0O von (85) folgt wieder wegen der 
Selbstkonjugiertheit von m,: 


(86) dd) = Dx; |a; (i= 1,...,a—1). 
Andererseits folgt aus (71), (79), (85) 
Dyic thiey Digg 14 = Ma (i=0,...,2—1). 


Also gilt nach (70) (wegen m, ==) 
Dy, ja, = Di, Dx 45 | Aig, = Di ((=1,...,a—1). 
Dies und (86) beweisen (59,) und (59,). 

Ware (60) falsch, so gabe es nach (56), (78) ein Primideal yp in A,, 
das in beiden Kérpern Ajy1, Ay. verzweigt und dabei nach (59) ein Teiler 
von D ist. Andererseits ist p in Ki.:{A; nicht vollverzweigt, weshalb in diesem 
Korper die Tragheitsgruppe jedes Primidealfaktors von » von der zweiten 
Ordnung, also sein Tragheitskérper gleich K; ist..Das ist aber unmdglich, da 
die Primidealfaktoren von D in Ki,1|K; nicht verzweigen. Dieser Widerspruch 
beweist (60). 

Aus (59) folgt offenbar (61). 
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Der Fall i=1 von (62) ist dasselbe wie (59,). Fir i= 2,...,n—1 folgt 
aus (59,). 
Na,d; = Na,_, (Na; | 4; 51) = Na,_, (007) = Na, 0h-1 = Na,_, 00-1. 
Dies ergibt mit Induktion die Richtigkeit von (62) allgemein. Somit haben 
wir 3°, 4° und 6° bewiesen. 


BEWEIS VON 5°. Wir haben (68) schon oben bewiesen. Aus (53), (55), 
(63), (68) folgt offenbar auch (69). 

Es muB 
(87) Ki = A: () @ai) ((=1,...,a—1) 
gelten, weil die rechte Seite nach (53), (63), (68,) ein Unterkérper von Ki1, 
quadratisch tiber A; und von Aj1,Aii1 verschieden ist. Da andererseits 
a;«; €A;; ist, so folgt aus (87), dab 
(88) Ai-1( aa) (i= 1,...,a—1) 
quadratisch tiber A;-; ist. Dabei ist (88) wegen (87) von A;. verschieden, 
muff also nach (53) mit einem der Kérper (vgl. (51), (68)) 
(89) Kin =A (VD), A= As(Vei1) (i=1,...,n2—1) 
tibereinstimmen, wobei fiir einen Augenblick «@,— Dj; gesetzt wurde. 

Zuerst nehmen wir an, daB (88) fiir ein ¢ (=1,...,n—1) mit (89,) 
iibereinstimmt. Das bedeutet 


(jt) = D (in A;.1). 


Wegen‘ DE€Ki-:, Ai-1CKi-1 folgt hieraus 
Vee: Vai Ki. 
Wegen der Verschiedenheit der Korper Ajz:, Ais: ist nach (63), (68) gewiB 
a -+ «;, weshalb «; auferhalb von A;-; liegt. Wegen Ai1=Ki-rNMA; und 
«@€A; muB «; sogar auBerhalb von K;.; liegen. Bezeichnet also 7 ein erzeu- 
gendes Element von (%(Kis:|Ki1), So gilt 
Ta;+ «. 
Andererseits sind «;,@; konjugiert uber A;-,, folglich auch tiber K; 1. Somit 
a Ta; = dj. 
Hieraus folgt T/@i—+Jai, also nach obigem 
| ei TV ai €Ki-1. 
Dann bleibt die linke Seite bei Anwendung von 7 unverandert, somit gilt 
T’ Vai = Vai. 
Hiernach’ tiegt a: in K;. Dies steht aber in einem Widerspruch mit (69), 


60 L. REDEI 


woraus folgt, daB (88) nicht mit (89,), sondern mit (89,) tibereinstimmt. Dies 
bedeutet die Richtigkeit von (64,), (64). Da auch (64,) richtig ist, so haben 
wir zum vollstandigen Beweis von 5° nur noch (65) bis (67) zu bestatigen. 

Hiervon wird uns der Beweis von (67) wenig Miihe machen. Da nam- 
lich a, rational ist, so ist (67) fiir i = 0 trivial. Fiir den Fall i> 0 gilt nach (69,) 


Kizi = Ki() @). 
Folglich gilt auch 
Kiss = Ki) T,, i). 
Aus beiden folgt 
| TQ; (Vai) " € K;, 


also T,@;= @i(inK;). Somit haben wir (67) bewiesen. 

Wenn 3; also auch d;m,; zu 2 prim ist, so folgt aus (56), (63) sofort 
die Richtigkeit von (65), (66). Es ist nur noch der Fall tibrig, dafi 0; nicht 
zu 2 prim ist. Zum vorigen 4hnlichen Schlu& fehlt jetzt nur der Nachweis, 
daB «;>;' alle Primidealfaktoren von 2 in A; zur geraden Potenz enthalt. Da 
a@ = D.m,,»)= D, gelten und m, ungerade ist, so sind wir mit dem Fall 
i=O fertig. Nachher sei i> 0. Wegen der Annahme haben wir es nach (62) 
mit einer durch 2 teilbaren Dj, zu tun. Folglich gilt jetzt 
(90) 2 = PPG nk Tes 
wobei », p’,4,..., 4, verschiedene Primideale in A; und yp, p’ konjugiert be- 
ziiglich A;-1 sind (vgl. die Bemerkung bei (76)'. Kein q; geht in », auf, denn 
im Fall q;|>; ware q; wegen (56) in Ais1|A; verzweigt, somit hatte 2 wegen 
(90) einen vierfachen Primidealfaktor in Aj,;, das aber wegen 2° unmdglich 
ist. Folglich diirfen wir annehmen, daB p|»d,; ist. Aus (60) folgt dann p7d{ 
also p’ 4 0;. Hiernach ist unter allen Primidealen auf der rechten Seite von 
(90) nur » ein Teiler von »;. Hieraus und aus (56), (63) folgt 

ava (in Aj) 


mit einer ganzen rationalen Zahl s (—0O,1) und einem zu 2 primen Ideal a 
in A;. Andererseits sind «,...,@;-1 Quadratzahlen in A;, weshalb aus (64) 
Na, a; = Dom (in Ai) 

folgt. Dies und (62) ergeben 
Na(aid ') = m (in Ai). 


Da in «d;' kein Primideal auBer » auf der rechten Seite von (90) zur unge- 
raden Potenz enthalten und Ns,p—2 ist, so folgt hieraus, daB @;d"* alle 
Primidealfaktoren von 2 in A; zut geraden Potenz enthalt. Somit haben wir 
den Beweis von 5° beendet. 


. BEWEIs VON 7°. Wir fangen es mit dem zweiten (auf n—1 beziiglichen) 
Teil von 7° an. Zuerst wollen wir zeigen, daB jeder durch (74) gegebene 
Korper Ky wirklich ein K; ist. Da in (74) die Ersetzung von D* durch. DD* * 
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unwesentlich ist, so diirfen wir uns auf den Fall 2,’ D* beschranken. Man 
sieht leicht, dag dann 


ist. Wird also die dem K6rper kK} zie conanete Idealgruppe in £2 mit § be- 
zeichnet, so folgt, daB h den Fihrer m* oder m*p, hat. Deshalb gilt Ha & . 
Da ferner in der Gruppe aller zu mp, primen Ideale von 2 den Index 2 
hat, so gilt sogar HO. Somit ist Kf wirklich ein Kj. 

Andererseits zeigt (69,), da& umgekehrt jedes Ki unter den Kf in (74) 
vorkommt. 

Wir haben noch unter den Kj ‘in (74) die verschiedenen alte swehen 
und ihre Zahl zu bestimmen. Wir haben schon bemerkt, dab sie je zu zweien 
gleich sind, aber es ist auch klar, da® die tibriggébliebenen verschieden 
sind. Da ferner die Anzahl der Kj in (74) offenbar 2!—2 ist, so gibt es 
genau 2'-!—1 verschiedene Ky. 

Ein Vergleich mit (55) zeigt, daB fiir K7, A? eben m,=m"*, >, = D* 
ausfallt. Somit haben wir den zweiten Teil von 7° bewiesen.*” 

Um den ersten (auf 2=n=vy beziiglichen) Teil von 7° zu beweisen, 
bestimmen wir zuerst die Anzahl aller K, tiber dem festen K,-:. Diese Zahl 
ist genau so grof, wie die Zahl der zyklischen Untergruppen der Ordnung 
2” von %, die eine feste Untergruppe von der Ordnung 2" ' enthalten, sie ist 
also gleich 2°’. Da nach (18) e,—t—1. ist, so ist die gefragte Anzahl 
gleich 2'?. 

Andererseits ist die Anzahl der Zahlen D*m”* in (72) gleich 2'. Ferner 
ist die auf die Verschiedenheit der K6érper (72) beziigliche Behauptung offen-_ 
bar richtig. Um also zu zeigen, daB die verschiedenen Kérper kK; in (72) mit 
den obigen Kj, identisch sind, haber wir nur noch zu beweisen, da jedes K; 
ein Kj, ist. Dies stimmt, denn Ki ist nach (69,) ein Unterkérper von 


K,- §2(/ D*m'), 
der zyklisch und vom Grad 2” tiber 2 ist. 
Wir haben noch (73) zu beweisen. Hierzu setzen wit 


‘ fr = MM, ++: My-1- 
Nach (57), (71) ist r ein foieadet, in K,-1, dagegen sind die Primzahl- 


faktoren von a unverzweigt in K,-1. Wegen (57), (69), (71) gilt also 
| Gn-1 Mind (in K,-1) 
mit einem zu primen Ideal a. Entsprechend gilt wegen (72) und (D, m)=1 


mM n- 1 Mnb (in Kn-1) 


37 Durch obiges wurde auch der em fehlende Beweis ne ersten Halfte von Satz 1 
_nachgeholt. 
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mit einem zu = primen Ideal 6. Aus beiden folgt 


m. = m*m,, ab (in oe 2 


Spaltet man die zu = primen Faktoren ab, so bekommt man 


1 Mie nares m, (in Kn-1) 
” @ (m’*, r) ” n-\Jy 


wobei beide Seiten unveraindert als Ideale in K,., aufzufassen sind. Da die 


linke Seite und beide Faktoren der rechten Seite Teiler von = sind, so folgt 


aus obigem Grunde, daf diese Gleichung auch in P gilt. So entsteht eben (73,). 
Um auch (73.) zu beweisen, bemerken wir, das nach (56), (63) die 
Diskriminante von V4 
Au-1 (Ven) | An-t 


durch },-; teilbar ist. Deshalb ist die Diskriminante )? ;m},., von 
An-1 (/ D* m*a, 1) | Au-1 
{vgl. (56)) jedenfalls durch (DD*"',»,-1) teilbar, also 
(DD*"', D,-1) | D5. 
Andererseits miissen die K6rper 
An ss An-1(Ve@i-1), Au-1 (V Deu-1) 
gleich sein, da beide zwischen A,,; und K,, liegen, ferner von A, = A,-1() @y-1) 
verschieden sind. Da hiernach (vgl. (70,)) die Diskriminante von 
A,-1(/ De,,-1) | Aisi 
durch 0); teilbar ist, so folgt a4hnlich wie vorher 
. (DE, Dun) } Onda 


Wir haben gewonnen, da die rechte Seite von (73,) ein Teiler der linken 
Seite ist. Beide Seiten haben aber nach dem Fall i=n—1 von (59,) (ange- 
wendet auf A, und A‘) die gleiche Norm in A,1|A,-2 (namlich »)-,), folg- 
lich ist (73,) richtig. Somit haben wir den Beweis von Satz 5 beendet. 


§ 6. Die Konstruktion der Ringklassenkorper XK,, 


Hier wollen wir die Kérper K, konstruieren. Wie gesagt, das wird ein 
wichtiger Beitrag zur Sicherung der Anwendbarkeit der vorigen Satze 1 bis 4. 
Insbesondere haben wir die sdmtlichen K, durch (74) schon angegeben. 
Deshalb werden wir von einem gegebenen K, (n = 1) ausgehen, tiber dem 
mindestens ein K,,1 existiert, und konstruieren dann einen dieser Kérper. Das 
geniigt vollkommen, denn nach (72) werden hierdurch schon alle K,4; tber 
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K, bekannt, somit werden wir durch die Lésung der gesagten Aufgabe imstande 
sein, nach und nach iiberhaupt alle K,, Ky,... zu konstruieren. Die Lésung der 
Aufgabe wird im Prinzip im folgenden Satz 6 enthalten sein, der aber im 
anschliefenden Zusatz seine Erganzung findet, wo namlich die Konstruktion 
auf die Lésung einer Folge einfacher Teilaufgaben ziiriickgefiihrt wird. 


SATZ 6. Es werde gegeben ein K, (n= 1), iiber dem mindestens ein K,... 
existiert.* Man wiihle einen der 2" Unterkérper A, (4=K,-1) von K, vom Grade 
2" beliebig aus und iibernehme gleichzeitig die im Satz 5 verwendeten Bezeich- 
nungen fiir dieses Paar K,,A,. Dann gibt es eine Zahl «, in A, mit den 
Eigenschaften * 


(91) Ch 5 et (in A,,-1) («= Dim), 
(92) (@,) a mi 

; $2 f . 4 we A,); 

(93) ay ® 1 [mo (2, d,)? | / 
(94) y+ Tn Gn = 1 (in K,,), 

wobei b, ein den Bedingungen 

(95) Dd, Dd), — Di-1 , (d,, ’ d;,) aS 1 


geniigendes (ganzes) Ideal in A, ist und «,,», das Konjugierte von «, bzw. 
dD, in A, |An-1 bezeichnet. Fiir jedes solche cy, ist K, (a) ein Knis(2>Kn), und 
dabei ist A,(Ve,) ein von K, verschiedener Unterkérper Ansi(D A.) von Kyat. 
Diesem Korperpaar Knii; Ant gehoren m,.1;=1 und d, im Sinne von Satz 5 zu." 


38 Die notwendige und hinreichende Bedingungen dafiir wurde in [8] Satz 3 ange- 
geben. (Eine notwendige aber bei weitem nicht hinreichende Bedingung ist n < v.) Obiger 
Satz 148t sich auch dann anwenden, wenn man nicht weif, ob iiber K, ein K,,41 existiert, 
denn 14Bt sich die zu beschreibende Konstruktion ausfiihren, so wird durch sie — wie 
wir aus dem Beweis sehen werdeh — immer ein K,,41 iiber K,, geliefert. Natiirlich ist aber 
viel besser, daB man die Frage der Existenz im voraus nachpriift, um sich mit dem 
Versuch einer eventuell unausfiihrbaren Konstruktion keine tiberfliissige Miihe zu machen. 

39 Jn (92) ist die Behauptung mitenthalten, daS (wegen der Voraussetzung'!) My—1 
das Quadrat eines Ideals in A, ist. Dieses Ideal wurde in (92) mit me bezeichnet. — Obige 
‘Existenzaussage werden wir sogar in folgender scharferer Form beweisen: Ist d, ein belie- 
biges ganzes Ideal in A, mit (95), so gibt es ein a,(€A,) mit (91) bis (94). epee 

40 Wegen Ky... CKypCKns1, Ag -+- CAn © An+i (vgl. (48), (52)) kénnen wir die im, 
Satz 5 verwendeten Bezeichnungen auch fiir n-+-1 statt n als erklart ansehen. Entsprechend 
haben wir also (als Analogon von 7,,, U,, Any Any Dn—1, Mn—1, Mn, %p—1 USW.) die ep ana 
Ty4iy Unti, Anti, Ant1 Ony My, 7n41, %, USW. ZU verstehen. [Der Leser sieht, dab ein as 
dieser ,neuen* Bezeichnungen auch schon oben im Satz 6 (in richtigem Sinne) benutz 
wurde.] Erst nach dieser Bemerkung ist die obige Behauptung M41 = 1 sinnvoll geworden. 
Aus dieser Gleichung folgt nach (57), daB jetzt m,—m,_1 gilt (vgl.%°), — Wir bemerken 
wiederholt, daB wir uns im Satz 6 mit der Angabe eines K,+:(>K,) begniigt haben, ee 
dann liefert'(72) schon die sdmtlichen K,+:(>K,). Fir diese kann m,4: nach (73,) jeder 
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BEMERKUNG. Die Bestimmung eines «, mit den Eigenschaften (91) bis 
(95) scheint (im Fall n= 2) eine schwierige Aufgabe zu sein, aber im fol- 
genden Zusatz werden wir sehen, wie sich diese Aufgabe verhdltnismabig 
leicht lésen 1a48t. Erst im Besitz dieses Zusatzes wollen wir unsere Konstruk- 
tionsaufgabe als erledigt ansehen. 


Zusatz. Um eine Zahl «, mit den im Satz 6 bei (91) bis (95) formu- 
lierten Eigenschaften zu bestimmen, geniigt es den Fall n=2, D,==1,—4 
zu betrachten.. Man verfahre dann wie folgt. 


I. Man setze 
(96) Cyr" 4) Gur (x, AE An-2), 
lése die Gleichung 
(97) e+ Dymo? =2zt? (0, 6, TEA, 13 T== OP 
und beriicksichtige, dap nach (64,), (64,) 
(98) Dy = Gy 14,1 ([€A,,-2) 
gilt. Die Zahl 
(99) en = 247 + (0+ @)-108) Va@o- 
liegt in A, und erfiillt die Bedingung (91). 
Teiler von m(m,...m,)~' sein, ferner gilt dann nach (57) allgemein MW, = Mpg Wee 


Selbstverstandlich 148t sich Satz 6 leicht so aussprechen, da8 in ihm gleich ein beliebiges 
K,+1(>K,) angegeben wird. Hierzu mu8 man namlich bloB m,4; als Faktor auf der rechten 
Seite von (92) hinzufiigen. 

41 Ist namlich n=1, so hat man es mit einer verhaltnismaBig sehr leichten Aufgabe 
zu tun, weshalb wir uns in diesem Fall mit Satz 6 begniigen kénnen. Was den AusschluB 
der Falle Dj —1,—4 betrifft, hieriiber bemerken wir folgendes. Man sieht aus (55), 
(68,), daB bei Vertauschung von A, mit A, die Zahlen Dp, Do miteinander vertauscht werden. 
Wenn nunmehr D + —4 ist, so ist wegen D) Di = D mindestens die eine der Zahlen Dy, Ds 
von 1 und —4 verschieden, somit l4Bt sich A, so wahlen, da®B Dj = 1,—4 ausfallt, 
weshalb jetzt diese Annahme keine wesentliche Einschrankung bedeutet. Es bleibt nur 
D =—4 als einziger Ausnahmefall iibrig, wo-namlich 2 der GauBsche Zahlkérper P(V—1) 
ist. Auf diesen Fall la4Bt sich das im Zusatz anzugebende Konstruktionsverfahren nicht ohne 
weiteres anwenden, das ist aber jetzt auch nicht nétig, denn man kann sich in diesem Fall 
mit Satz 6 zufriedenstellen. Man treffe jetzt namlich die Wahl Dy = —4, Dj =1, was nach 
dem Gesagten méglich ist. Dann ist nach (59,), (59,) 0/1 = 1, also nach (95,) auch », = 1, 
weshalb sich die Bedingungen (91) bis (95) von Satz 6 auf 


Cy, Cy = ay (in A,,-1), 
y-l \ 
pie Ma el Wr ve 
a,=1 (mod 4) | 
Ty, = | (in K,) 


reduzieren. Der Leser kann sich die Anderungen durchfiihren, mit denen der Zusatz auch 
auf diesen, viel einfacheren Fall anwendbar wird. Ubrigens beabsichtigen wir auf diesen inte~ 
ressanten Ausnahniefall D = —4 an anderer Stelle zuriickzukommen. 
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Il. Man dndere die eben gefundene Zahl «, durch Hinzufligung eines 
Faktors in A, so ab, daB das ,neue“ «, auch den Bedingungen (92), (93), 
(95) geniigt. 

Ill. Man nehme an, da fiir die bisher gefundene Lésung «, von (91), 
(92), (93), (95) mit einem festen i (1 =i=n—1) auch noch 


(100) Cu Tp aml «Cin Kp) 

gilt. Man setze " 

(101) w=Vey-T%a, (EK), 

(102) j=", 

(103) Mesety Te Ui iyo Tee (asta). (21,20; f), 
(104) 0) = Sk, | ky (Ho + 24+ ++ + 2pj-1 + 145). 


Diese Zahl o liegt in A; 1. Man wahle das Vorzeichen von u so, daf es eine 
Zahl w,; in A; mit 


(105) Oj = 

(2) 
106 4 | . ; 
(106) Pie (in An) 
(107) «@;= 1 (mod 4) 

(2) 


gibt, wobei w; das Konjugierte von wm in A;\A;-; bezeichnet. Wenn man nun 
a, mit w; multipliziert und dieses Produkt wieder mit «, bezeichnet, so behalten 
(91) bis (93) ihre Giiltigkeit (mit unverdndertem be) Benen: wird (100) mit 
i—1 statt i giiltig. 

All’ dieses ist ausftihrbar. Da ferner (100) e eimondere “fli i=n—1 
eine Folgerung von (91) ist,” so ldft sich Ill der Reihe nach mit i=n—1,...,1 
anwenden. Da (100) fiir i=O mit (94) identisch ist, so ist das Resultat eine 
Zahl «, in A, mit.den im Satz 6 geforderten Eigenschaften (91) bis (95). 


BEMERKUNG. Man erstrecke die Definition ( es auch auf a=j+ 3 oe ,2j—1. 
Dann gilt, wie wir das zeigen hein 


(108) Wa," sa “Gn a (Ho + say _— Haj-1)- 
Andererseits echiyeile man (105) in der Form P 
W;- Ti a Dj o;,=oyY (7 €Ai-1). 


Durch Multiplikation entsteht — 

MiG * re (ten) = P (Pot "Maj. iy. 
42 Offenbar ist namlich a, 7, @,, ferner. ist a,1 + wegen (69,) eine Quadratzahl 
in K,,. 


6, Acta Mathematica 
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Der Vergleich mit (101) zeigt, dab bei der Wiederholung von IIIf mit i—1 
statt i das ,neue“ uw gleich 

+ 7 (Ho + +++ + H9;-1) 
wird. Diese Bemerkung erleichtert die Anwendung des Zusatzes. * 


BEWEIS VON SATz 6. Die Lésbarkeit von (91) bis (95) ist eine Folgerung 
der angenommenen Existenz von K,,; und von Satz 5. Wendet man ndmlich 
diesen mit n-+1 statt n an, so entstehen (91), (93), (94), (95) der Reihe 
nach als der Fall i—n von (64,), (66), (67) bzw. (59;), (60). Statt der noch 
fehlenden Gleichung (92) bekommt man dagegen aus (65) sogar die allge- 
meinere Gleichung 

(en) > Drm, (in A,,). 


Aus dieser entsteht namlich (92), wie wir das aus (57) sehen, als der Spezial- 
fall m4:—1. Da nach (73,) aus der Existenz eines Kn.:(2K,) auch die 
eines Knii(>K,) mit mys1—,1 folgt, so haben wir die Lésbarkeit von (91) 
bis (95) ausgewiesen. Das ist sogar gleich in der scharferen Form geschehen, 
da man dabei fiir »b, jede Lésung von (95) vorschreiben darf (vgl. die 
zweite Halfte von). 

Nunmehr setzen wir (91) bis (95) voraus. Wir bezeichnen 


(109) A=K,(Va@,), B= A.(/en). 
Vor allem zeigen wir 4=K,. Im anderen Fall ware @, eine Quadrat-. 
zahl in K,. Da Kn—AnA:, also nach (68,) 


. Kn = An(Vc) (c= Dym,) 
ist, so folgt das Bestehen einer Gleichung 4 
Gn = (4+8)c) (@, BEA,). 


43 Folgendes soll bemerkt werden. ,,Theoretisch* kann man sich mit Satz 6 zufrieden- 

stellen, ,praktisch* ist auch der Zusatz wichtig. D. h. wenn man z. B. die asymptotische — 
Forme! fiir die Anzahl der Fille aufstellen will, in denen e,,...,e, vorgegebene Werte 
haben bzw. Ringeinheiten von: negativer Norm existieren (zwei Probleme, mit denen wir uns — 
— wie gesagt — an anderer Stelle beschaftigen wollen), so kommt man mit Satz 6 (ohne 
den Zusatz) aus. Will man dagegen fiir ein (numerisch) gegebenes Paar d,m die eé,,..., ev 
berechnen oder iiber die Lésbarkeit von x?—dm*y% = —1 entscheiden, so hat man auch 
den Zusatz heranzuziehen. — Trotz der Lange des Zusatzes kann man mit ihm sehr gut 
arbeiten. In der Hauptsache kommt es namlich auf eine_Lésung von (97) an, denn die Aus- 
fiihrung der iibrigen Rechnungen ist augenscheinlich eine leichtere Aufgabe. Auch die 
Auffindung einer Lésung der (quadratischen) Gleichung (97) ist nicht schwer, denn man 
kann zur Lésung wegen ihrer Homogeneitaét die bekannten leichten Kunstgriffe verwenden. 
(Obrigens ist der Teil I des. Zusatzes entbehrlich, denn (91) 1aBt sich auch unmittelbar 
, Sut lésen.) Wir machen hier auf einen durch unseren Satz 6 und Zusatz beseitigten Fehler 
in der Arbeit von Rercuarpr [22] (Seite 81, Zeilen 6 bis 8) aufmerksam, der in der 
Behauptung besteht, da6b Satz 6 (im von Reicuarpt betrachteten Fall m= 1), auch ohne 
(94) giiltig ware. 


DIE 2-RINGKLASSENGRUPPE DES QUADRATISCHEN ZAHLKORPERS 67 


Da Vcnicht in A, liegt, so folgt hieraus @@—0. Hiernach ist q, gleich 
« oder c#, somit ist @,@/, in beiden Fallen eine Quadratzahl in A,.1. Nach 
(91) liegt dann /'@;1 in A,-1. Dies steht mit (69,) in einem Widerspruch, 
womit wir 4=+=K,, bewiesen haben. 

Hieraus folgt nach (109,), daB |K, vom Grad 2 ist. Da ferner «, als 
Element von A, invariant gegeniiber U,, ist, so sind die T, a, (k=O, ..., 2”—1) 
die samtlichen Konjugierten von @, (vgl.™). Folglich sind die 


(110) 4 The | (ken00, Beet) 


die samtlichen Konjugierten von \/@,, somit ist 4 wegen (94) Galoissch. 
Wir zeigen, daB 4|{2 zyklisch ist. Wegen (110) existiert namlich ein 
Automorphismus V von 4/2, wofiir 


(111) ? VV en =V Tren 

ist. Da 4|2 vom Grad 2" ist, so geniigt es zu zeigen, dab 
(112) V1 

ist. Wegen (111) gilt Va, — T7,@,, also 

(113) 3 VP a, = i "n= oh, 


wobei beriicksichtigt wurde, dab Te * der einzige nicht identische Isomor- 
phismus von A,|A,-1 in K, ist. Folglich lat sich (91) so schreiben: 


4 - 
ay: y™ an anes (in An-1), 
(2) 


also gilt eine Gleichung 

(114) Van: V" "Va, =aVo1  (@€A,-4). 
Wenn nun (112) falsch, d.h. V?"=1 ist, so bleibt die linke Seite von (114) 
‘bei Anwendung von V””' invariant. Wegen @€K,,1 gilt ahnliches tiber a, 


folglich ist | 
Vey Yoh == Vat. 
Kn = Ky (| @n-1) 


ist, so folgt, dab v2" Bei Anwendung auf K, den identischen Automorphis- 
mus induziert. Dies ist wegen (113) ein Widerspruch, womit wir bewiesen 
haben, da& ((112) richtig also) 4|@ zyklisch ist. 

Nach (109) ist 


Da ferner nach (69.) 


Dajx,,|Ds\a,° 


Die rechte Seite also noch mehr die linke ist wegen (109,), (92), (93) und 
(2, Mn.1) = 1 ein detiee von 
Dy Ita af 


Da K,, A Galoissch sind, so gilt die ahnliche Teilbarkeit auch ftir die Kon- 


ad 
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jugierten dieses Ideals, insbesondere also auch fiir 
Dn mes. 
Hieraus folgt wegen (95.) 
-1 
(115) Dix, |e. 

Bezeichne und f die 4 zugeordnete Idealgruppe in $2 bzw. den 
-endlichen Teil ihres Fiihrers. Zur Berechnung von f wenden wir die Formein 
(81), (82) mit A, Ka statt Kae Kaz 1 an: 

Dito=fi; mae pe 
Dajo= Dix, Dy. 0; 
Aus diesen folgt wegen (81) 
fe = De Ks Des ry 
Nach (115) gilt dann 


gn 


fm Dx, \0- 
Die rechte Seite ist nach (81), (83) gleich fe . Hiernach gilt 
(116) S\fn- 


Wegen (84) folgt hieraus zunachst f|m. Wegen der Definition von f gilt 
also Hx&b. Andererseits ist g(4|92)— 2"*', somit gilt sogar H&bh. Folglich 
ist 4 ein Kis1. Fiir die entsprechende Zahl mi: gilt also wegen (84) 
f=f,mni1. Dfes mit (116) zusammen ergibt (f=/f,.), mn4i1— 1. 

Nach (109,) ist der Kérper B offenbar ein von K, verschiedener Kérper 
zwischen A, und 4=Ky41, also ein Anji. Wir haben nur noch zu zeigen, 
daB diesem B—A,,;1 eben das Ideal }, zugehdrt. Zu diesem Zweck bezeichnen 
wir mit d; das A,,. (im Sinne von Satz 5) zugehdrige Ideal. Aus (56), (59,) 
(angewendet mit n+-1 statt n) folgt, dab 


(1 17) dh | Dy,,,; JAn , 
ist und (95,) auch mit d;, statt >, gilt! Wegen des Bestehens von (95,) fiir 


bd; und >, sind die Primidealfaktoren dieser Ideale paarweise gleich oder 
konjugiert. Wenn also d= bd, ware, so gibt es ein Primideal p in A, mit 


(118) p|d, 


und p’|d;, wobei p’ das Konjugierte von p in A,|A,-1 ist. Nach (117) gilt 
dann 


(119) D1 Darilan: 
Nach (118), (95,) ist p4d/, also 
(120) pr d,. 


Da auch (p’ ¥ m also) p’ Ym: ist, so folgt aus Aw —A,(Ve,) und 
aus (92), (119), dab 


(121) y'|2 
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und 

&, oat (mod p”) (in A,) 
gelten. Andererseits gilt nach (93), (120), (121) eben das Gegenteil. Mit 
diesem Widerspruch haben wir den Beweis von Satz 6 beendet. 


BEWEIS DES ZUSATZES VON SaTz 6. Zur Vorbereitung beweisen wir zwei 
Hilfssatze.. 


HILFSsATZ 6. Wenn L|K ein relativquadratischer Korper ist und eine 
Gleichung 


(122) Ni xe = Ni KP (in K) (a, PEL) 
gilt, so gilt eine Gleichung 
(123) @ = er (in L) (yéK). 


BEMERKUNG. Da umgekehrt aus (123) trivial (122) folgt, so besagt Hilfs- 
satz 6 kurz, da® (122) nur trivial befriedigt sein kann. 
Im Spezialfall ¢— 1 folgt die Behauptung sofort aus der Identitat 


u(u + v+2 ur) =(u+ Jury, 

wenn man ¢@ und sein Konjugiertes in L|K fiir uw bzw. + einsetzt. Der 
allgemeine Fall folgt aus dem jetzt bewiesenen speziellen, wenn man diesen 
mit «8 ' statt « anwendet. 

HiLFssaTz 7. Man nehme an, dag bei einem i (1 = i=n—1) (91), (92), 
(93), (95), (100) erfiillt sind, dag dasselbe (mit gemeinsamem »,) auch fiir 
ein $,(€A,) statt «, gilt, und dag D, += 1, —4 ist. Dann gibt es ein m(€A\) 
mit 


(i 24) Br rey C0; 
(125) (m)=I (in A,). 
(126) w= 1 (mod 4} 


Da man namlich (91) auch als 
Na, [Ay 1 On Ge Get (in A,,) 


2) 
schreiben kann und nach der Annahme die 4hnliche Gleichung auch fir 8, 
statt «, gilt, so hat man 
Nay iA 1@n == Na, ia, :8n (in Ax). 


Hieraus folgt nach Hilfssatz 6 zundchst die Existenz einer Zahl w;(€A,-1), 
wofiir (124) gilt. Da ferner (92), (93) auch fiir 8, (statt @,) gelten, so folgt 
hieraus durch Dividieren das Bestehen von (125) und von 


= st | 
wiz mod (2, »,)? (in A,). 
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Ubergeht man hier auf das Konjugierte in A,|A,-1, so folgt wegen w/€A,-1 
das Bestehen einer ahnlichen Kongruenz mit dj, statt b,. Aus beiden Kongru- 
enzen folgt wegen (95,) die Kongruenz (126). Bisher haben wir bewiesen, 
daB (124) bis (126) mit einem o(€A, 1) erfiillt sind. 

Im Fall i=-n—1 war das eben die Behauptung. Im ibriggebliebenen 
Fall i = n—2 nehmen wir die Richtigkeit der Behauptung fiir /+-1 statt 7 
an und schliefen mit Induktion, wie folgt. Mit (100) zusammen gilt die 
ahnliche Gleichung fiir i+ 1 statt 7, was man so einsieht, daf man auf (100) 
den Automorphismus 7; ausiibt und beide Gleichungen miteinander multi- 
pliziert. Hiernach folgt aus der Induktionsannahme, daB (124) bis (126) mit 
einem w;(€A;.1) erfiillt sind. Fiir dieses ,; folgt wegen (124) aus (100) und 
der ahnlichen Gleichungen fiir 2, (statt «,) durch Dividieren 


Sree ‘ 
om Tai OO; my 1 (in K,.). 
(= 


Da nach dem Teil 1° von Satz 5 der Unterkérper A, von K,, zur Untergruppe 
igo U,} von G(K,) gehért (k=-0,...,2), so besagt die letzte Gleichung 
das Bestehen von 
Naj.4|4.P1 =H 

mit einem 7 in K,. Eben wegen dieser Gleichung gilt aber 7°€A;, somit ist 
Ai(7,) ein Unterkérper von K, héchstens vom zweiten Grade iiber A;. Folglich 
liegt 7 nach (53) in einem der K6rper Aj,1, Ki, Aisi, also gilt nach (68,), (51), 
bzw. (63) 
(127) Najss14;01 = (@ +6) 7)? 
mit passenden «, 6(€A;) und y==e}, D oder a;. 

Wenn @=-0 ist, so folgt aus (127) und Hilfssatz 6 


w; =o} (in Aj.1) 


mit einem w/(¢€A;). Da dann noch mehr Oi OF (in A,) gilt, so sind jetzt 
(124) bis (126) auch fiir «7 statt @; erfillt, somit ist Hilfssatz 7 in diesem 
Fall richtig. 

_ Wenn ?=+-0 ist, so muB @=-0 sein, denn sonst wiirde aus (127) 
Vy€A; folgen, was aber in allen drei Fallen falsch ist. Hiernach folgt jetzt 
aus (127) 

(128) Nay 44} A; Oh) At (in Ai). 
Erstens sei y==«;. Wir setzen 


of = @)410;. 
Dieses «/ liegt ebenfalls in A:j1, ferner gilt nach (64,), (128) 


Na, ja, OF ee? =1 (in Aj). 
+11 2) 


@ 
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Hieraus folgt nach Hilfssatz 6 
oO = or (in Ais1) 

mit einem o;* in A;. Wegen eee ist Git I (in A,), somit haben wir 
O; aor (in A,). 


Hiernach sind wir zu ahnlichem aaniih gekommen wie oben im Fall @—0, 
weshalb Hilfssatz 7 auch jetzt richtig ist. 

Zweitens sei y—D. Wir werden zeigen, daf& dieser Fall widerspriichig 
ist. Schreiben wir (128) in der Form 


(129) D.: Nz. i lA; fot (in A:). 

Wir setzen 

(130) O)S = bir (in Avs) 

mit einem quudratfreien ganzen Ideal 6:4: in Ai. Dann gilt nach (129), (130) 
(131) D-N4,,1\4,511 = 1 (in Ai). 

Nach (125), (130) ist bi; ein Idealquadrat in Aj,;. Dann gilt fiir das Ideal 
(132) C41 = (D, bis1) 

in Az; ebenfalls 

(133) CS I (in A,,). 

Aus (131), (132) folgt 

(134) D-Ny,,414; Cui | (in Ai). 


Man beriicksichtige, daB nach der dem Satz 5 angefiigten Bemerkung unter 
allen Primidealfaktoren von D in Ais nur die Teiler von d;,; Idealquadrate 
in A, sind. Hieraus und aus (132), (133) folgt ci1\d;1, also nach (59,) 
(135) Nay. )A; Cit [Di 

Nun folgt aus (56), daB d,,...,d;-1 Idealquadrate in A; sind, somit gilt 
nach (61) 
Dies ergibt nach (134) : 

N4j.4) 4; Cin T= Didi (in Ai). 


Wegen (60) folgt hieraus nach (135) 
Brad (in Ai). 


Man bilde hs Norm in A;. Es folgt nach (62) 
(Ds) 51 (in P). 


Dies ergibt, dab Di entweder 1 oder —4 ist. Eben diese Falle haben wir 
aber ausgeschlossen, weshalb der jetzt betrachtete Fall yD unmédglich ist. 
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Drittens sei y =a;. Wir zeigen, daB auch dieser Fall unmédglich ist, 
so daB® wir ihn auf den vorigen Fall zuriickfihren. Da @,...,@;-1 Quadrat- 
zahlen in A; sind, so folgt aus (64) leicht, da6 

ai uid (in Ai) 


ist. Folglich ist jetzt nach (128) 
Nasi @D (in Aj). 
Wir fiihren die Zahl 
OF = Cis: O; 
ein, die ebenfalls in Aj: liegt (wie auch w;). Da «1 wegen {=n—2 ein 
Quadrat in A, ist, so gelten (124) bis (126) auch fiir w? statt w,;. Ferner gilt 
- wegen (64,) : 


2 7, A “ ee — j . 
Nig | A; OO; D) Cj 41 418; De a; 8: @ D (in Ai). 


Der Vergleich mit (128) zeigt, daB dieser Fall in der Tat auf den vorigen 
zuriickgeftihrt wurde. Wir haben den Beweis von Hilfssatz 7 beendet. 

Nach diesen Vorbereitungen fangen wir es nunmehr mit dem eigent- 
lichen Beweis des Zusatzes von Satz 6 an. Vor allem wollen wir zeigen, 
daB aus der Lésbarkeit von (91) die von (97) folgt. Hierzu nehmen wir eine 
Lésung von (91) in der Form 


a, =a+BVan4 («, BE Aus) 
an. Dann gilt nach (91) eine Gleichung @*—a@,18 = @j177, d.h. 
(136) C=G%1P+G.47 (7EAn-1, = 0). 
Wegen (96) ist 
(137) 24 = G@y1+@h-1. 


Aus beiden folgt 
22a? = (Gy 18+ O,17F + @n-10),1(80—y), 

also nach (98) 
(138) 2x0 = (a,18+a),-1y/P P+ Dim, (e—yy. 
Es kann nicht «0 sein, denn dann wiirde nach (136) 

Cty-1n—1  — I (in A,-1) 
sein. Hieraus folgt nach (64) 

Dom, = —| (in An-1), 
also 

Dym, = —D (in Aa-1)s 


Dies bedeutet nach (55,), dab P(/ —D) in A,-1 enthalten, also gleich A, ist. 
Folglich gilt die letzte Gleichung auch in P. Dann ist 
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also (m,—1 und) Dj=—4. Diesen Fall haben wir aber ausgeschlossen, 
somit ist in der Tat @+-0. Wegen (98) ist auch &=0. Hiernach und nach 
(138) ist also (97) lésbar, was wir zeigen wollten. 
Jetzt zeigen wir, daB (99) fiir jede Lésung 0, 0,7 von (97) eine Lésung 

a, von (91) liefert. Aus (99) folgt 

a), a), = 4° 0°? —a,-1(0 a Gh-| oC). 
Dies ergibt nach (98) 

Oy, Cj, Onl = 4a, 12 VO — Dim, (e+ @,_106)*. 

Fiir das erste Glied der rechten Seite schreibt sich zuerst nach (97), (137) 

Cn-1(G@n-1 + @i-1) (8? + Dom,o*), 
dann nach (98) 

(Dom, + @77.1%) (o? + Domo’). 

Also gilt 

Oy, @, A), 10 =(@,-,05—Dim oy. 
_ Dies bedeutet wegen ¢=+-0 das Bestehen von (91). ZusammengefaBt haben 
_wir bisher bewiesen, da8 man unter Annahme der Lésbarkeit von (91) eine 
Lésung auf dem in I beschriebenen Wege gewinnt. 
| Wir nehmen jetzt an, da® wir eine Lésung @,(€A,) von (91) schon 
gefunden haben. Ist dann &,(€A,) eine weitere Lésung von (91), so gilt 


Cn Cen PnP (in An-1); 


-wobei ; das Konjugierte von ?, in A,|A,-1 ist. Hieraus folgt nach Hilfssatz 6 
eine Gleichung 
Bu En (in A.) (7E An-1). 


Wenden wir dies insbesondere mit einer Lésung 8, von (91), (92), (93), (95) 
an, so haben wir das Resultat, daB man auf dem in I und II beschriebenen 
Wege eine Liésung von (91), (92), (93), (95) gewinnt. . 
Zum Beweis der iibrigen Behauptungen des Zusatzas gehen wir von 
einer Lésung «,(€A,) von (91), (92), (93), (95) und (100) aus. Zundchst 
haben wir die Existenz eines w;(€A;) mit (105) bis (107) auszuweisen. Zu 
diesem Zweck betrachten wir nach Satz 6 eine Liésung ,,(€A,) von (91) bis 
(95). Dabei diirfen wir nach der zweiten Halfte der Anmerkung™ annehmen, 
daB «, und 7, die Bedingungen (92), (93) mit gemeinsamem 2, erfiillen. Da 
(100) aus (94) folgt, so geniigen ¢,, 8, den Bedingungen in Hilfssatz 7. 
Hiernach gibt es ein w,(€A,), woftir (124) bis (126) gelten. Da man 4, mit 
einem Quadratfaktor in A, multiplizieren darf, so darf statt (124). sogar 


(139) Bn = An; 
angenommen werden. Bequemlichkeitshalber schreiben wir (125), (126) noch- 
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mal hin: 

j= 1 
(199) MS (in A,). 
(141) (i= I (mod 4) 


Da ferner (94) fiir &, gilt, so gilt noch mehr 
(142) Bu T* "bn =I (in Kay 


Da 2, eine Lésung von (91) bis (95) ist, so folgt aus Satz 6, daf 
K.(V2.) ein Kn: und A,(V@,) ein in diesem enthaltenes A,.1 ist. Wir kénnen 
also Satz 5 auf dieses Kérperpaar K,.4+1, A... anwenden. Entsprechend kénnen 
wir nach (49), (54) 

(Kut) = {7, U}, GK, |2) = {TF 
setzen mit der Vereinbarung, daB A,.: zur Untergruppe {U} gehdrt. Hiernach 
sind die Automorphismen 7, U je eine Fortsetzung von 7, U,,, weshalb 7, U 
bei Anwendung auf K, durch 7,, U, ersetzt werden diirfen. 


Es gelten 
(143) TYD=JD, T"'V2,.=— YB. 
(144) UVD=—Yv, UV 2.=VBu, 
(145) T?*) =1, U'=1, UTU*=T" 
Wir setzen 
(146) 7=V8.-T VG, 
(147) yet ¢ (a—0, +1,...). 


Wegen (142) gehéren y, also auch alle y, in K,. Wir zeigen fiir alle a die 
Formelin : 


(148) Yu = Sardi j= Hoty} 
(149) T? Ya = Yatt) 
(150) Ua =Y-a-1- : 
Hiervon ist (149) eine Rene aus (147). Nach (147), (geh (143) ist 
y= T™ y=. 


Hieraus und aus (147) folgt (148), Endlich gilt nach (147), (146) 
Uy. = UT™ y= UTE VB UTE YR, 
also nach (145), (144,) | 
Uy, = THE Tey Wiis ad THe VR, ThE By: 


Die rechte Seite ist nach (146), (147) gleich 7.1, womit wir auch (150) 
bewiesen haben. 
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Man setze 
(151) 6,=Yotw+ a 2 + ¥aj~25 0, = + 73+ ae + 72 1) 
(152) d= 0, + d,. 
Nach (148) bis (150) gelten 


Tawi Th odpm 0d; 
Ud,= 03, Ud,=0,. 


Da hiernach 6 invariant gegeniiber ee U} ist, so folgt 


(153) BEA. 

Da G(K,|Ki1)—{T? } ist, so folgt aus (152), (151), (148), (149) leicht 
(154) F = Sx, 1x; [¥o(Yo + 2+ +s + 2y¥j-a+ vae 

Wir setzen noch 
(155) Os oyu (a = 0, a iy Eee ), 


Dann gilt nach (147), (146) 
M=fA=7=6-T 8, 
Hieraus folgt nach (139), (103,) 
(156) US = 0,0; Uo, 
wobei w; das Konjugierte von w; in Aj41\A; ist. 
Ferner folgt aus (155), (147) 
a CS ee Cl i a 
Ms-1 Ya-l ‘ r G 7) 
Das Produkt auf der rechten Seite ist wegen (146) gleich 
| (VB) TV Ba. 
Hierfiir schreibt sich wegen (139) und 7° w;==«; vom Vorzeichen abgesehen 
zuerst 


(Ven) T? Ven, 
dann nach (101) einfach @ 4. Wird also das Vorzeichen von « in (101) 
passend gew4hlt, was uns ja frei steht, so gilt 


(157) ne eae Tt. (ep) (a=0,+1,...). 
Wegen (103,) folgt hieraus zundchst 
a8 wpe ee (a=1,.-.,/), 
also 
. wet oles (a= 0,... tJ 


dann nach (156) | 
(158) ue +e Wi Ma (t=O J) 
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Aus (154), (155), (158) bekommen wir 
F = 0001 Sx, (Ho + 2h + ++ + 24-1 +4); 
also nach (104) 
(159) = wojo. 
Nunmehr kénnen wir zundchst (108) beweisen. Da nach (147) y,.=y 
ist, so folgt aus (159) 
Poo; o = (79). 


Die linke Seite ist wegen (146), (139) und 7” ;—=o? gleich 


(oo) @, fea "Cn OO. 

Die rechte Seite ist wegen (152), (151), (155) gleich 
(ug ++ + H3,_ 1) 
Wenn nun die Definition (103) auf alle a—0O,+1,... erstreckt wird, so 
bleibt (158) (mit unverandertem Beweis) richtig. Somit geht der vorige Aus- 
druck in 
(@:@)? (Mo + ++ +H 2j-1)" 
iiber. Hieraus folgt die Richtigkeit von (108). 
Wegen (153), (159) gilt 
ORO tes (in A,). 


Dies mit (140), (141) zusammen beweist die Lésbarkeit von (105) bis (107). 
Um die SchluBbehauptung in Teil Ill des Zusatzes zu beweisen, set- 
zen wir is 
= Wan, 
wobei jetzt w;(€ Ai) eine beliebige Lésung von (105) bis Sean bezeichnen 
soll. Aus (105), (108) folgt duret Multiplikation wegen «w{—T” 


oe, T? '(witt,) = (to + e+ + ajay? (in A,). 
Folglich gilt 


a. T a — 1 (in K,,). 


Dies bedeutet, dab @\(€A,) der Bedingung (100) mit i—1 statt i geniigt. 
Da «, wegen (106), (107) mit «@, zusammen auch den Bedingungen (91), 
(92), (93), (95) gentigt, so haben wir die gesagte Behauptung bewiesen, und 
auch den Beweis des Zusatzes beendet. 


§ 7. Einige Teilresultate und Beispiele 


Unsere Satze 1 bis 6 nebst dem Zusatz von Satz 6 liefern auf Grund 
der Arbeit [8] die vollstandige Beantwortung unserer Probleme I bis IV. Wie 
schon mehrmals gesagt, ergs diese Beantwortung so, daf man nach und 
nach die Matrizen M,, M,,... (vgl. [8], (15)) mit Hilfe. des in [8], §3 be- 
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schriebenen Algorithmus aufstellt. (Fiir die konstruktive Ausfiihrung s. man [8] 
§ 6.) Wir wollen hier sehen, wie der Anfang dieses Algorithmus aussieht, 
wodurch wir auch einige explizite Satze bekommen werden. Auch arbeiten 
wir dann ein einfaches numerisches Beispiel aus. 

Als wichtige Vorbereitung wollen wir sehen, wie ein beliebiges beding- 
tes Artinsches Symbol 


Ko 
160 =| 

(160) ial 

berechnet werden kann (1 =n=vr), wobei wir seine Existenz selbstverstand- 
lich voraussetzen. Dabei setzen wir nach Satz 5 

(161) K == K, a 2Q(VD.m,), 

ferner nehmen wir A nach Satz 1 in der Form 

(162) A= A(8), § = (d’,d”, m’, m”) 

an. Auferdem nehmen wif eine Zahl 

(163) E— m’x'\d’ + m’x’\d’ 

mit den in (19) bis (21) beschriebenen Eigenschaften zu Hilfe. Dann ist A 
eben diejenige Idealklasse, die das Ideal (€) in §2 enthalt. Aus dem Satz der 
arithmetischen Progression folgt leicht, daB (€) auch als ein zu 2 primes 
Primideal in £2 angenommen werden kann. Das bedeutet, dah ~ 

a 64) d' m?x?—d’ mx” af 

eine zu 2m prime positive Primzahl ist. 


Um nun (160) zu berechnen, nehmen wir ein K,, tiber K zu Hilfe, woftir wir 
auch die Bezeichnungen im Satz 5 itbernehmen. Mit diesen Bezeichnungen gilt 


(165) Kn =Kn-1 (en). : 

Da in 2 die Primidealzerlegung r= (&)(&) gilt, wobei &’ das Konjugierte 
von — in 2(\/d)|P(V/d’) bezeichnet, so ist (§) ein Primideal ersten Grades in 
A(8). Wegen der Existenz von (160) und der Definition in [8] §2 zerfallt 
(&) in Kn-1|92 voll, also zerfallt r in K,-1 ebenfalls voll. Bezeichne 2 einen 
beliebigen Primidealfaktor von r in K,-1. Dann folgt aus (165) offenbar 


(166) (aay a (* a } 


wobei rechts das iibliche Zeichen fiir das zweite Potenzrestsymbol steht. Da 
Jt vom ersten. Grade ist, so gilt 

@n-1 = C.-1 (mod }) (in Kn-1) 

mit einer (zu X also auch) zu r primen ganzen rationalen Zahl c,-1, die sich 
natiirlich leicht bestimmen 14B6t. Dann folgt aus (166) 


Gayl -C4)-64) 
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Hiernach macht die Berechnung der bedingten Artinschen Symbole keine 


Schwierigkeiten. 
Nunmehr setzen wir 
(168) m= Py" "Ps; 
(169) D=djy1-*-t; 
wobei p,,...,P. (verschiedene) primare Primzahlen und dust, 3-5, % Gin 


Stammdiskriminantenfaktoren von D sind: Wir wahlen die Bezeichnungen so, 
daf im Fall 2|D eben 2d, ist. Ferner bezeichnen wir mit p; (i—s+1,...,@) 
den (einzigen) Primzahlfaktor von d;. Und zwar wenn 24d; ist, so dart 
einfach p;—d; gesetzt werden, wenn dagegen 2|d; ist, so soll p;—2 sein. 
Endlich setzen wir 


(170) qi=|pil- 

Nach Satz 1 bilden die Kérper 
{171) K” — Q(V px) (k=1,...,f—1) 
und die Systeme 
(172) | 8° (1.4.9.2 (laa 
(173) = (0,4, 1, m| (i=s+1,...,8 


eine Basis der Kérpermenge ‘Yi, bzw. der Gruppe ©." Diese Basen wollen. 
wir bei der Aufstellung der Matrix M, zugrunde legen. . 
Das Element in der i-ten Zeile und k-ten Spalte von M, ist dann 


{174) | Se 
; {————] > (i=1,..., t; A= 1,..., f—1). 
A(S) J; 
te dies zu berechnen, sei zuerst i<s. Fiir diesen Fall lautet (164) wegen 
(172) so: 


2 
(175) pie —d 7 y=r. 
Nach (67), (171) hat dann (174) den Wert 
fs 
ay 
% Wir fassen die Definition der. Systeme §—(d’, d”,m',m'’’) etwas allgemeiner so, 
da8 wir in den Variabein d’, d’, m', m” einen von 0 verschiedenen rationalen Quadratzahl- | 


faktor unberiicksichtigt lassen. Erst nach dieser Vereinbarung wird (172), (173) auch im 
Fall d=3 (mod 4) wirklich eine Basis von & bilden, da dann 


d 1 ; 
g : (25, tm) (5,5, 1m] 


ist. 
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Hierfiir la{t sich nach dem quadratischen Reziprozitatssatz (“] schreiben. 
k 


Dieses Symbol ist nach (175) gleich 1 oder ((=4)=] (=? je nachdem i=-k 
k y t ae 
oder ik ist. Im Fall i= s-+-1 werde zunachst 2 4d; angenommen. Dann kann 


man nach (163), (173) einfach == /g;,r— 4; setzen. Wenn also i=-k ist, so 


hat (174) nach (171) einfach den Wert ((2: | pat Wenn aber i=k ist, 
so ergibt sich fiir (174) nach Beriicksichtigung von 


Pee Nine 


2) Dj 
= : 
der Wert (7?) Der iibriggebliebene Fall 2/d;, d. h. it, pp—2 macht 


i 


auch keine Ausnahme. Wenn namlich 2/d ist, so 1aBt sich 
ox 4 my =r 
2 
annehmen, und dann hat (174) den Wert 
Felines se eliet hlle 
Fibay Wide Ped ON 246 A Ped 


wobei & das Kroneckersche Symbol ist. Wenn d= 3 (mod 4) ist, so lat 


annehmen, somit kommt man zu 4hnlichem Schlu8 wie vorher. 
Wir haben bekommen: 


e 
Dui 


(176) m—1( Pasi 


? 
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Diese Matrix gibt also nach den Satzen 1 bis 4 folgende Auskunft beziiglich 
unserer Probleme | bis IV. Reduziere man M, nach den Zéilen,” wodurch 
sie die Form 

Kik) | a8 1a 
(177) (Fron ] fisa1....,2. kent en 
erhalt mit einer neuen Basis 3J“,...,3® von <S. Dann wird die Anzahl e, 
der durch 4 teilbaren Invarianten der Klassengruppe um 1 weniger als die 
der Zeilen mit lauter Elementen 1 (das sind die ersten e, Zeilen und die 
letzte Zeile). Die zugehorigen e,+1 Systeme $8(=I,...,F, IF) bilden 
eine Basis der Gruppe <,, wodurch also bekannt wird? welche 2°*' Glei- 
chungen (2) fiir n = 2 lésbar sind. (Fallt insbesondere e,—-O aus, so weib 
man auch, fiir welches $(+ $,) die Dirichletsche Gleichung (3) lésbar, und 
also ob eben die Pellsche Gleichung (4) lésbar ist.) Reduziert man ferner M, 
(,vollstandig“) aus, so wird auch noch die Menge ‘i, derjenigen 2%—1 
Koérper K, kenntlich, iiber denen mindestens ein K, existiert. Und zwar, wenn 
man M, nach dem Ausreduzieren wieder in der Form (177). annimmt, so bil- 
den die K®,...,K) (d. h. die Zahler in den Spalten mit lauter Elementen 1) 
eben eine Basis von Wi. (Diese Satze finden sich fiir den ,absoluten Fall“ 
m = 1 in den Arbeiten [9], [10], [18]. Vgl. noch [11], [12], ferner [14], wo 
beztiglich der Pellschen Ricinus (4) auch der Fall eines beliebigen m be- 
trachtet wird.) 

Gleich wollen wir aus diesen Resultaten einen wichtigen SchluBb ziehen. 
Insbesondere sollen jetzt alle Faktoren in (168), (169) positiv sein. (Das be- 
deutet, daS dm’ eine kritische Zahl ist.) Man liest von (176) ab, das jetzt 
das Produkt aller Zeilen von M, aus lauter Elementen 1 besteht. Dies bedeutet 
wegen 8 = (d, 1, m, 1): 


Ke | 
(e5}— (k=1,...,f-1) 
also allgemeiner 
eS j= (KEM) 
A(&))h >» 


Dies besagt nun nach dem Kriterium (36), da6 jetzt 8:¢S, gilt. Da im Fall 
e, = 0 (d. h. v= 1) ©, = G, ist, so folgt hieraus nach Satz 4 der folgende: “ 


“6 Die Reduktion von M, geschieht nach [8] § 3, wobei man sich (statt [8] Sdtze 
1, 2) der multiplikativen Eigenschaften des ;Legendre—Jacobi—Kroneckerschen Symbols (+ 


bedient. Es ist oft nitzlich die Multiplikation von Zeilen oder Spalten einer Matrix, deren 
Elemente einer Abelschen Gruppe zugehéren, der iiblichen Addition der Zeilen bzw. Spalten 
einer Matrix 4hnlich zu definieren. Kurz gesagt geschieht dann die Reduktion von M, durch 
Zeilen- und Spaltenpermutation und Multiplikation einer Zeile oder Spalte mit einer anderen. 
46 Diesen Satz habe ich — wie schon erwahnt — fiir den Speriatfall m= 1 in der 
Arbeit [9] gefunden. Obige Veraligemeinerung ist neu. 
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Satz 7. Man betrachte solche d(>0), m, die keine positiven Primzahlfaktoren 
von der Form 4k+3 haben. Ist e, = 0, so ist die Peilsche Gleichung (4) losbar. 


BEMERKUNG. Um also diesen Satz anzuwenden, hat man nur die Matrix 
(176) auszureduzieren. Kommt man dann zu einer Matrix 


—1 


—1 

1 1 
(in der Diagonale lauter —1, auBerhalb der Diagonale lauter 1),‘” so ist (4) 
lésbar. — Schon dieser elegante Satz 7 allein iiberzeugt uns von der Wich- 
tigkeit unserer Untersuchungen, da ja umgekehrt Satz 4 als die natiirliche 

Fortsetzung von Satz 7 anzusehen ist. 

Jetzt wollen wir sehen, wie sich unser Algorithmus weiter gestaltet, aber 
einfachheitshalber beschranken wir uns auf den Fall m=1 (sO), 24D. 
Wir nehmen an, daB wir M, schon ausreduziert, und nachher die Ableitung 


Ko . 
(178) m= |((-ste05),] (i= 1,...,@+1;k—1,..., &) 


aufgestellt haben, wobei jetzt die K® und 8 je eine Basis von M, bzw. 6, 
bilden. Wir haben vor allem die Elemente von M, zu berechnen. Das werden 
wir jetzt mit einer leichten Modifikation des bei (166), (167) geschilderten 
Verfahrens machen. Betrachten wir ein beliebiges Element 


a 79) (ats ; (K =f (VD), $= (d’, d", 1, 1)) 
von M,. Aus seiner Existenz folgt nach [8] Satz 5, da8 alle 

K d py 
(180) (aces (s—(o, 2,11); o=1,....4) 


gleich 1 sind. Da das Ideal (Vq:) in A(S) liegt, so bedeutet das, daB (V9) 
in ie voll zerfallt, d.h. g; in K lauter Primidealfaktoren ersten Grades hat 
(i=1,...,¢). Indem wir also beriicksichtigen, da8 (/a’) in A(8) liegt, folgt 
ahnlich 2 zu (166) 


(sy (acg)-(45") 


wobei a ein beliebiges ganzes Ideal in K mit Na =d’ bezeichnet und a, 
eine Zahl aus Satz 6 ist. Diese laBt sich jetzt in der Form 


(182) a—a+b/D, 


47 Insbesondere fiir m1 tritt dieser Fall unerwartet oft (und zwar — in asymp- 
totischem Sinne — fast in der Halfte aller Falle) ein. Hieriiber s, meine Arbeit [15}. Pir 


eee m fehlen noch die entsprechenden Untersuchungen. 
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annehmen, wobei a, 6 mit c zusammen eine Lésung von 


(183) a’ = Db + Dice’ (a, 6, c€ [P]) 
bilden, unterworfen den Nebenbedingungen 
(184) ‘(a,6,c)=1, 2|6, a+6=1 (mod 4). 
Offenbar ist 
a= be 


ein passendes Ideal, wobei 
b=(a—bVD,, Vd’), c= (a—c)Di, Va’) 


2(a+6)D,) (a+c\Di) = (a+ 6D. +e) Diy 
ist, so gilt nach (181), (182) 
pe K |= (ecg Btls poneleais 
A(8) ¢ 
also (nach Umkehrung der Reihenfolge der Faktoren) 


K a 2a 
185 (aay = = ee , 
a AG) (Dod), @) 
wobei die Faktoren der rechten Seite Jacobische Symbole sind. Mit Hilfe 
dieser Formel la8t sich M, bequem berechnen, und dann lat sich der e,- 


Schritt des Algorithmus ausfiihren. 
Als einfaches Beispiel betrachten wir eine kritische Zahl 


mit primaren positiven Primzahlfaktoren p,q und nehmen 


i) 


d. h. e,=1 an. Jetzt gibt es nur ein K. Hierfiir laBt sich 
K = 2(\/p) 


setzen. Fiir eine Basis von (© =) ©, kann man 


8 = (p,q, 1, 1), Se Gib 1) 
nehmen. Dann lautet (178) so: 
(aa) 
A($) Jo 


ae) 


ist. Da ferner 


(187) M, = 


ferner lat sich ftir (183) 
(188) a =pP+gc 
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schreiben. Nach (185), (187) gilt seat 


Mit Hilfe des Dirichletschen Symbols 
(188), (184) nach DirICHLeT: 


Gt lelea es ; - rhtel-(E). 
culscaleahlcalcalatcae 


q 
da man sieht, daB (74}—($] 


1 ist. Hiernach lautet (189) so:* 


Folglich gelten fiir den betrachteten Spezialfall die folgenden: Dann und nur 
dann ist e,—1, wenn 


oo (2)- (4)- 


ist. In diesem Fall ist 


i px’—qy =z (x,y, z)=1, 242). 
lésbar. Gilt 
Ady old GO Peace P)+(4] 
Lee (Si ean DEN ¢ Spy 
so ist 
| sept GPa 


lésbar bzw. anlésbar.” 
In dem jetzt betrachteten Fall (186) haben wir alle Probleme | bis IV 


beantwortet, ausgenommen wenn (189) gilt. Endlich wollen wir fiir diesen 
Fall das einfache numerische Beispiel 


D =149.17(= 2533) (A) -(i)\- 7 
; 4 } 


betrachten. Dieses Beispiel wollen wir mit Anwendung des Zusatzes von 


48 Im obigen haben wir ein Beispiel vor uns, wo ein bedingtes Artinches Symbol 
einem Dirichletschen Symbol gleich ist. (Vgl. [8] § 1.) 

49 Viel allgemeinere Satze obiger Art (beziiglich der Pellschen Gleichung auch far 
m + 1) finden sich bei Répet [13], [14]. Vgl. auch Scnoiz [23], Réver [15], [17]. Alle Satze 
in diesen Arbeiten lassen sich natiirlich aus unseren vorliegenden Resultaten herleiten. 


6* 
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Satz 6 untersuchen. Man setze hierzu 
n==2, D)=149, D)=1T. 
Fiir (96) kann man 
«, = 49+ 4/149 
nehmen, da hierfiir 
(190) a, a, = 49? — 149.4° = 17.1? 
gilt. Die Gleichung (97) lautet 
0 + 170° = 9877. 
Man findet die Lésungen 
o=—19, o=1'l, t== 1; 
(Die Vorzeichen wahlen wir unten passend.) In (98) gilt jetzt ¢—1. Die 
rechte Seite von (99) ist gleich 
98+ (e+ (49—4 /149)0) a. 
Diese Zahl ist durch 2 teilbar. Wir wahlen 0 ——9, o—1, t——1 und 
dividieren durch 2. Die erhaltene Zahl 


(191) @, = —49 + (20—2 149) Ve, 
befriedigt dann (91) und wegen 

a,==1(mod 4) 
zugleich auch (93). Ferner gilt 
(192) aye, = (29 +2149) a’. 
Da jetzt wegen (190) 

d, = @ (d, |17) 

gesetzt werden kann, so folgt aus (192) (wegen 29°—149.2? —5.7°), daf mit 
(193) Do = (@, @;) 


auch (92), (95) befriedigt sind. Hiernach braucht man den Teil II des Zusatzes 
gar nicht anzuwenden. Auch die Anwendung des Teils III ist unndtig, da — 
wie man leicht nachrechnet — auch (94) befriedigt ist. Wir haben also 


(194) Ks = K2( Va) (= 2(/149, Vea, V@,)). 
Mit f% und Q bezeichnen wir je ein Primideal in K, mit 
$8|149, O]17. 


(Beide sind also vom ersten Grade.) Dann 1aft sich 


(195) M, = (e) 


i 

| O 

setzen.. Da «,=49 (mod §) ist, so gilt nach passender Wahl von % 
/@,=T7 (mod $), ¢,=91 (mod 8). 
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¥)-(85)-- 


OQ =(17, ai) 


Folglich ist (nach (167 ) 


Fiir © 14Bt sich 


nehmen. Dann gilt nach (191) 


(i) (2) (8) 
ie) og cco heel hid hueet: 
Nach Einsetzung in (195) haben wir 
M,—(—4"}. 
Hiernach ist M, schon ausreduziert. Die Anwendung der Satze 1, 3 ergibt, 
daf e, =O (v=3) und die Pellsche Gleichung 
x—149.17y? = —1 
unlésbar ist. Ferner folgt aus den Satzen 2,3, dab 
17x°— 149)? = 2" (xyz) —1, 272) 
und sogar die Dirichletsche Gleichung 
17x’— 149y* = 1 
lésbar ist. In der Tat findet man 
17.225°— 149.767 = 1. 


(Eingegangen am 10. Juli 1953.) 
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2-PPYMINA KJIACCOB AJIFEBPAMYECKUX NMOJIEA BTOPOrO NOPAKA 
UM TEOPMA YPABHEHMS MdJJIA 


Ji. POASU (Ceren) 
(Pe3 Me) 


Ota pad6ora — npumenenne npepbimyujen pa6oThl apTopa kK TOMY CneLManbHOMy 
cay4ato, KOrfa uCcxOAHOe 4MCNOBOe NONe £2 — anreOpanyeckoe none Broporo nopsfiKa, a 
rpymina kaccog ) ecrb 2-rpynna Kaccos Koneu mona £2 mod.m (m — He4éTHOe WeN0e 4UCIO). 
Haxogatca eé HHBapHaHTbI HM, B CBAB8M C aTOW NPOONeEMOH, MONHOCTHIO UCCHeAyeTcA cTapasz 
mpoOmema O cyulecTBOBaHHN pewieHHi ypaBHeHus Ilanna 

x2—dm?y? = —1. 

Oxaspipaetca, 4TO 3TH MpOOAeMbI HaXOAATCA B TAaKOM TeCHM CBAB8M pyr C ApyroM, 
M 4TO B CYUIHOCTH peub HAET 06 SKBUBANCHTHBIX NpOOnemMax. Pewienne ABAAeTCA 3aBepLICHHeM 
OTHOCAMIMXCA clofa uccmefopanuh Taycca u J[upuxae u jgaér goOponcnonp3yempie 
OTBeTHI Ha 06a BONpOca. (HanpoTus, H3BeECTHBIM KPHTepHu ,,WeMHbIX BpOben“ BO MHOrMX OTHO- 
WIeHHAX He yfOBNeTBOpHTeneH.) Pemaetca TakwKe BONpPOC O CyeCTBOBAaHHH pelleHHA AIA 
AMOWaHTOBLIX ypaBHeHHH Bua 

d' m'2x'2—d"m"2x"2=1, d'm'2x'2—d" m" x"? = 2, 
B TECHOM CBA3H C NpeAbILyUIMMH. 
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UBER DIE NICHTREELLEN WERTE EINER TOTALREELLEN 
RATIONALEN FUNKTION 


Von 
GYULA SZ.-NAGY (Szeged), Mitglied der Akademie 


1. Eine rationale Funktion n-ten Grades, 


gz) Boz" + 6,2" '!4--- +8, 
(1) F@)—"F) OME QZ" + a2" 14+ > 32 + Gn / 
(g(z) und f(z) haben keine gemeinsame Nullstelle) wurde von mir fofalreell? 
genannt, wenn sie auferhalb der reellen Achse in keinem Punkt der komplexen 
Ebene einen reellen Wert besitzt. Ich habe bewiesen: Ist F(z) totalreell, so 
haben die Polynome f(z) und g(z) lauter reelle Nullstellen und die Nullstellen 
des einen Polynoms werden von denjenigen des anderen getrennt. Haben die 
Nullstellen. der Polynome f(z) und g(z) mit lauter reellen Koeffizienten diese 
Eigenschaften, so ist die rationale Funktion F(z) totalreell. 
Es gilt nun der Satz: 


| | “+ | Go| = 0, 


I. Die totalreelle rationale. Funktion n-ten Grades 


(2) F@)—= 12 =*., pe Di = Oe < De my, Op 


_ hat auferhalb des Kreises K, mit dem Durchmesser (a,,6,) in jedem Punkt 
einen positiven Realteil und in den inneren Punkten der Kreise K,(h = 1, 2, ..., ) 
mit den Durchmessern (ay, bn) einen negativen Realteil. Die Punkte der kom- 
plexen Ebene, in denen diese Funktion F(z) rein imagindr ist, liegen auf einer 
algebraischen Kurve 2n-ter Ordnung mit der Gleichung Re F(z) = 0, die sich 
auch in der Form 


Ax(X—ar) sil : 
(3) =14 5 26 =0 @=x+iy) 
schreiben lapt, wo 
A, — S65 —F@) (a1 25350). 


f(a) 


1 Gy. Sz. spas’ Totalreelle rationale sae at Acta Scient. Math. Szeged, 12 A 
(1950), S. 1—10. 
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2. Sind 


Sys, 2— Qk 
=, = arc ——— 
zZ—Q z—by 


(k= 1, 2, «2+, 25 Qe = 4%), 


Px = arc > lols, |\Y| =, 


so bedeutet gy, bzw. ~% den Winkel, unter dem der Vektor a,b, bzw. by. On+1 
vom Punkt z aus erscheint. Wegen der Aufeinanderfolge der Punkte a, und 


b, auf der reellen Achse haben die Vektoren a,b; (kK=1,2,..-,2),@,6, und 
Bids: (k=1, 2,...,n2—1) dieselbe Richtung. Folglich haben die Winkel 
Pry Pry ++ +9 Fn; VW, Wr, a) Wn-1 und P= —W, 
denselben Drehungssinn, der positiv bzw. negativ ist, je nachdem der Punkt 
z oberhalb bzw. unterhalb der reellen Achse liegt. Aus der Vektorgleichung 
a,b, = a,b, + b,a;+ cei Bp dat Gud 
folgt die Winkelgleichung 


n nil 
B—g+y,+QM+%.+ Bs + Wnr+ Pn =2 + 2 = Oe. 
Hieraus ergibt sich die Gleichung 


(4) arc F(z) = 3 arc 


Es geniigt offenbar den Satz I nur fiir die Punkte z der oberen kom- 
plexen Halbebene zu beweisen, weil die reelle Funktion F(z) in konjugiert 
komplexen Stellen z und z denselben Realteil besitzt. Fiir jeden Punkt z ober- 
halb der reellen Achse sind die Winkel 9, @2,..-, Qn. Wis W2,+++)Wn-1 und 


@ < sz positiv, weil “ den Winkel bedeutet, unter dem der Vektor a,6, vom 
Punkt z aus erscheint. 


In einem Punkt z der oberen Halbebene, der auf dem Kreis K, bzw. 


auferhalb von K, liegt, ist p> bzw. # < =: Folglich ist Re F(z) >0, 


z—b,. > ’ 
=— ———, —— a Agih - 
2—aQk =| ie i 5 


weil 0 < O< Bs = ist.? 
Liegt aber der Punkt z der oberen Halbebene auf oder in dem Kreis 


Ki, so ist gy, = >: Hieraus  folgt die Ungleichung Re F(z)<0, weil 


* Fir die Punkte des Kreises K, ist unser Beweis dhnlich zu den Beweisen der 
Arbeit von C. Cotompo, Intorno alle distribuzione degli zeri di certi Polinomi, Atti’ Acad. 
Naz. Lincei, (3), 8 (1847), S. 530—535. 
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Liegt der Punkt z, bzw. z, auf dem Kreis K, bzw. K,, so enthalt die 


Strecke z,z, mindestens einen Punkt z, in dem P=, also Re F(z) ==-0 
ist. Wahrend namlich ein Punkt z von 2 ausgehend die Strecke z,z, beschreibt, 


verdndert sich die Funktion arc F(z) von arc Fla) <> ausgehend bis 
nt 


2 


Die Form der Gleichung (3) folgt aus der Partialbruchzerlegung der 
Funktion 


arc F(z;,) > stetig. 


ee ee ele) yaya ee AD 
» EAR ay, wd hia egy wae tt eps aye 
Damit is der Satz I bewiesen. 
In jedem Punkt z der oberen Halbebene hat die Funktion F(z) einen 
positiven Imagin4rteil, weil im Punktz O0< ®< sr ist. 


3. Ist F(z) =|F(z)| e’* (F(z) + 0, O=|%|= 7), so sagen wir, dab die 
Funktion F(z) im Punkt z den Winkel. # besitzt. 


Es gilt die folgende Verallgemeinerung des Satzes I. 


| Il. Bezeichnet K, bzw: Ky, (h = 1, 2,...,n) den Kreis, von dessen Punkten 


us der Vektor a,b, bzw. anb, unter dem Winkel 4 (0 = 4S 2) erscheint, so 
iat die Funktion F(z) auferhalb des Kreises K, in einem Punkt z einen 
Winkel < J bzw. > F—ax1, je nachdem |\m z>0O bzw. Im z< 0 ist. In einem 
nneren Punkt z des Kreises Ky ist der Winkel der Funktion F(z)> 9 bzw. 
< #—<a1, je nachdem |m z>0O bzw. Im z< 0 ist. 


Dieser Satz laBt sich ebenso einsehen, wie der Satz I. In einem Punkt 
- auBerhalb des Kreises Ki ist w<d bzw. O>w> F—a, also arc F(z) = 
=D<U<F bzw. D> F—a, je nachdem Im z>0 bzw. Im z<0O ist. In 
inem inneren Punkt z des Kreises K; ist g,x>* bzw. gy, <%#—a, also 
D> g,>0 bzw. D< gy < #—a1, je nachdem Im z>O0 bzw. Im z<0O ist. 
Jamit ist der Satz II bewiesen. 

: Die Punkte z der komplexen Ebene, in denen die Funktion F(z) den 
Vinkel # oder A—v-z besitzt, liegen auf einer algebraischen Kurve 2n-ter 
Jrdnung, deren Gleichung die Form 


5) sin ¥ Re F(z)— cos ¥ Im F(z) —0 
der nach (5) die Form 


— (x—a;) sin ¥—y cos J on 
Mt Gate 
esitzt. Hat namlich F(z) im Punkt z den Winkel * bzw. #—za, so sind 
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Re F(z) =|F(z)|cos #, Im F(z)=|F(z)| sin bzw. Re F(z) = —| F(z)| cos #. 
Im F(z) = —|F(z)| sin #. Die Gleichung (6) besteht also in beiden Fallen. 

4, Est gilt auch der Satz: 

Ill. Bezeichnet Ki bzw. Kj’ (h=1,2,...,2) das Kreiszweieck, von 
dessen Randpunkten aus die Strecke a,b, bzw. anb, unter dem Winkel 
o (0<@ <=) erscheint und bedeutet F(z) die totalreelle rationale Funktion (2), 
so besteht in jedem Punkt z auferhalb des Kreiszweiecks Ky, bzw. in jedem 
inneren Punkt z des Kreiszweiecks Kj’ (h=1,2,...,n) die Ungleichung 
jarc F(z)|<@ bzw. |arc F(z)| >. 

Die Punkte z der komplexen Ebene, in denen | arc F(z)| © ist, bilden 
eine geschlossene Kurve, die aber im Falle m=-:r—o keine vollstandige 
algebraische Kurve ist. Sie ist beziiglich der reellen Achse symmetrisch und 
ihre oberhalb bzw. unterhalb der reellen Achse liegenden Punkte gehéren zu 
der Kurve (6) bei #=w bzw. 4% = s2—w. Die Kurve | arc FO\=> stimmt 
mit der Kurve (3) iiberein. Der Satz III la&t sich ebenso einsehen, wie die 
Satze I und IL. 


5. Aus dem Beweis des Satzes folgt die Verallgemeinerung von I: 
IV. Gentigen die positiven Zahlen a, und 6, den Ungleichungen 
0< an < bn < ais (dex 1925-48) 


und ist die unendliche Reihe oy iia konvergent, so ist der Realteil der Funktion 
h=1 


ra= Fy f= H'-z), @=H{-§] 
in den Punkten der Halbebene Re z< a, positiv und in den inneren Punkten 
der Kreise K, mit den Durchmessern (ay, 6») (h= 1, 2,...) negativ. 
f(z) und g(z) sind ganze Funktionen vom Geschlecht Null. Die Funk- 
tion F(z) hat die Form 


| ets 


Pt 


by, * Qn Z—b, 
F(2) = [fet] ees 
t Een low z h=1 Uh ee (2), 
Qh 
Folglich ist 
j oe fe 3) £ 
ay, z—b, 5 z—b . 
arc F(z) == > arc | => arc a =—O<Wcn 
a by, 2 Ah = ah heel 2h o ae 


6. Im Satz IV ist F(z) eine Grenzfunktion von totalreellen rationalen 
Funktionen. Im folgenden Satz ist G(z) eine Grenzfunktion von reellen 


rationalen Funktionen, die auch auf der imaginaren Achse reelle Werte 
besitzen. 


NICHTREELLE WERTE EINER TOTALREELLEN RATIONALEN FUNKTION 93 


V. Sind 0<an<bn<anu (h=1,2,...), ist die Reihe >’ a,’ konver- 
gent und ist ee 


G a) — 11 (%) S—, 


= 


Path anol 8 IX 
so ist Im G(z) > 0, Im G(z) <0 bzw. Im G(z) =0, je nachdem Re zimz>0O 
Rez Imz <0, bzw. Rez Imz=—0O ist. 
Aus (7) folgt die Gleichung 


arc G(z) = = (arc? = mgt tical Dr 
a | 


—an Z+aQh 


J=Sn+, lon] St, |\Yro| Sa. 


Hier pedeutet gn bzw. w, den Winkel, unter dem der Vektor aby bzw. 


(—an) (Bam vom Punkt z aus erscheint. ; 

In einem Punkt z auferhalb der reellen Achse haben die Winkel gp 
und w, (h=1,2,...) offenbar entgegengesetzte Vorzeichen. Liegt z auf der 
imaginaren Achse, so sind g,+w,—0O und arc G(z)—=0. Der Wert G(z) ist 
also in den Punkten der imaginaren Achse positiv. 

Fiir einen Punkt z auBerhalb beider Achsen sieht man leicht ein, daf 
|@n| >| Wal bzw. |gn| < |r| ist, falls Rez >O baw. Re z< 0 ist und dab ¢, > 0 
bzw. gn <0 ist, falls Imz>0 bzw. Imz < 0 ist. 

Besteht also die Ungleichung Re zImz>0 bzw. RezImz<0O, so ist 
jede Summe g,+¥» positiv bzw. negativ. Im Falle RezImz>0 bzw. 
RezImz<0 ist also 


0 <arc Ga—>'@ +n)<a bzw. 0>arc G(z)>—42, 
R=! 
eil offenbar — 


Ph 
h=1 


Daraus folgt der Satz, weil er fir den Fall RezImz—0O schon bewiesen 
rde. 


=> \g.|<a und pxn = 2 |Yal<7 
hd h=1 h=1 


ind. 


. (Eingegangen am 15. Dezember 1952.) 
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O HEBELLIECTBEHHbIX 3HAYEHMAX TOTAJIbHO BELLIECTBEHHOM 
PALIMOHAJIbBHOM SYHKUMU 


I. C.-HAJIb (Ceren) 


(Pe3 Me) 


PaunonanbHasd tbyHKUMA N-HOK CTeneHH 
g) _ 777% | 
F(z)= = [I aK<h<a<k<---<a,<b 

fe) ffz—a (a, 1 2 < Oy — n) 
—TOTAJIbHO BeLECTBeHHAa, T.e€. MPHHHMAeCT BELICCTBEHHbIC 3HAYCHHA JHB Ha OCH aGCUHCC. 
Dyxkuna F(z) B 1060 TOUKH Z NAOCKOCTH, NexKaUjeH BHE OKpyKHOCTH Ky, JHaMeTPOM 
KOTOPOH CAyKHT OTpe3soK (a,, 0,), MPMHHMaeT 3HAYeHHe, BELECTBEHHAaA 4aCTb KOTOPOrO 
nonoxKuTenbHa. Buytpu oKpyxHoctn K, (h=1,2,...,), QHaMeTPOM KOTOPOH sBAAeTCA 
OTpe30oK (4, 5,), BeuleCTBeEHHAaA 4aCTb dyHkKunH F(z) OTpHuaTenbHa. JTy Teopemy MOMKHO 
O6OOUINTh M Ha YaCTHOe OT WByX WeNbIX tPyHKUKH HyNeBOrO NOpAgKa. 


UBER DEN EINFLUSS DER STRUKTUR EINER FUNKTION 
AUF DIE KONVERGENZ FAST UBERALL IHRER FOURIERREIHE 


Von 
G. ALEXITS (Budapest), Mitglied der Akademie 


Einleitung 


Das weitgehendste bis jetzt erreichte Resultat beziiglich der Konvergenz 
fast iiberall der Fourierreihe 


(1) 2 + = (a cos nx + 6, sin nx) ~ f(x) 


ist der Satz von KOLMOGOROFF—SELIVERSTOFF' und PLESSNER,” nach welchem 
die Konvergenz fast iiberall der Reihe (1) eine Folge von 


(2) (Gn + bn) log n < oo 


ist. Trotz der groBen Bedeutung dieses Satzes ist wenig bekannt, welche 
strukturelle Eigenschaften der Funktion f(x) das Erfiilltsein von (2) sichern. 
Eine derartige Untersuchung wurde von PLESSNER® selbst begonnen, ihre 
Weiterfiihrung ware deshalb nétig, weil die bisher bekannten Satze iiber den 
Einflu6 der strukturellen Eigenschaften einer Funktion auf die Konvergenzver- 
haltnisse ihrer Fourierreihe schon in den einfachsten Fallen versagen. Es 
scheint z. B. nicht einmal bekannt zu sein, wie sich die Konvergenzverhdlt- 
nisse der Fourierreihe (1) gestalten, wenn die Funktion f(x) zwar einer Dini— 
Lipschitzschen Bedingung a-ter Ordnung geniigt (e <1), jedoch die Dini— 
Lipschitzsche Bedingung schlechthin in keinem Teilintervall von (0, 272) erfiillt 
ist. 

Im folgenden soll gezeigt werden, dafS man durch Betrachtung des 
sogenannten quadratischen Stetigkeitsmoduls 


2 


(5, f) = sup, || +4) —fe)Pax}* 


1 A, Kotmocororr—G. Seuiverstorr, Sur la convergence des séries de Fourier, 
Comptes Rendus Acad. Sci. Paris, 178 (1925), S. 303—305 und Rendiconti Acad. Lincei 
Roma, 3 (1926), S. 307—310. 

2 A. Pressner, Uber Konvergenz von trigonometrischen Reihen, Journal f. reine u. 
angew. Mathematik, 155 (1926), S. 15—25. 
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eine strukturelle Konvergenzbedingung angeben kann, welche der Kolmogo- 
roff—Seliverstoff—Plessnerschen Koeffizientenbedingung (2) vollkommen aqui- 
valent ist. Wir werden namlich den folgenden Satz beweisen: 


Satz 1. Die Giiltigkeit der Beziehung (2) ist mit der Behauptung gleich- 
wertig, dap es eine positive monoton zunehmende Funktion a(x) mit 


ri dx 
(3) xA(x) < 090 
1 
gibt derart, dap die Beziehung 
1 
4 (6, f) = O|_ — 
o “= Ol reg 


besteht. 


Dieses Resultat kann deshalb ein gewisses Interesse haben, weil es die 
Konvergenz fast iiberall der Fourierreihe direkt aus der Struktur der Funktion 
f(x) abzulesen ermédglicht. Als einfache Anwendung soll nur darauf hinge- 


1 
ar Ye 


wiesen werden, daB nach unserem Satz w2(0, f) = O(log 1/0) mit ¢>0, 
1 i 


oder «,(6, f) = O(log 1/8) 2 (log log 1/0) 2), usw. die Konvergenz fast 
iiberall der Fourierreihe (1) sichert; eine Dini-Lipschitzsche Bedingung «-ter 


Ordnung mit « +3 reicht also fiir die Konvergenz fast iiberall der Fourier- 


reihe ausgiebig hin. Dariiber hinaus scheint vielleicht auch der Umstand 
bemerkenswert zu sein, daB die im Satz 1 enthaltene Konvergenzbedingung 
leicht auf eine lokale Form gebracht werden kann. Bedeutet namlich 


; d 1 
024(4, fa, 6) — sup | | [fx +A) —feP ax”, 
so giltauch der folgende 
Satz 2. Ist die L-integrierbare Funktion f(x) in einem Teilintervall (a, b) 
von (0, 22t) L’-integrierbar und gilt 
. Pech 
(5) oO dé, ia, b) = Of ): 
(0, f; a, 6) x(1/6) 
wo die monoton zunehmerde Funktion 2(x) die Bedingung (3) erfiillt, so ist 
die Fourierreihe (1) in (a, 6) fast iiberall konvergent. 


Die lokale Konvergenzbedingung (5) verlangt auBerhalb des Intervalls 
(a, 6) tiberhaupt nicht die L?-Integrierbarkeit von f(x), sie kann daher auch 
dann angewendet werden, wenn die Reihe > (ai, +6;) divergiert. 
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Beweis des Satzes 1 


Wir beweisen erstens, daB aus (3) und (4) die Giiltigkeit von (2) folgt. 
Wegen 


F(x+h)—f(x—h)~ 2 = (6. cos kx—a, sin kx) sin kh 


gilt namlich 
| 2n 


©) Sabi) sin’ kh [Lf fee dx = + fonlh, NY. 


 Daraus ergibt sich® 


A. 36 5 
1 5S sin =~ eae i 3 
Dest) ae" J = n| se lowh. Dhak s+[o,(+,7)]. 
Beachten wir, dab fir k=n 
eae 
, sin —- = 1 
Pr) RO} 
; a 
und fir 1 =k=n 
4 
sin rae 
: ae =9 
. ry 
ist, so folgt ; 
# < 4 bea 
(7) p> S @i+t)s4lo(2, )]- 
Aus — (4) und @ ergibt sich aber durch eine Abel-Transformation 
A eee ; LE+s ) 
Setter + D+ bi). 2725 age 
_k=1 j= J k= 
1 2 o 
» | wm i/—,f 
jes! ace } = 0) | 4 =00), 
n=l 


woraus man .unmittelbar 
YE +H)logns D+ —<~, 
n=1 p n=l j= 

also die Giiltigkeit, von (2) abliest. 


3 Diese recht einfache SchluBweise verdanke ich einer miindlichen Mitteilung von 
A. REnv1. ri Bt 


7 Acta Mathematica 


G. ALEXITS 


Wir beweisen zweitens, daB man umgekehrt aus (2) die Beziehung (3) 
Be 
und (4) herleiten kann. Sei in der Tat n die grdBte ganze Zahl =F: wo 
h>0O. Dann gilt nach (6) die Abschatzung 


Qn 


1 iearra! Sie DAS s S52 
de [lie fey = Sai +8) +7 Se Cai + 00), 
0 
Das rechtsstehende letzte Glied laBt sich paar hts umformen: 


[Sa@+H— > G+H)—1 SPE +6) = 


ve 


Schreiben wir einfachkeitshalber @, statt 2 (a; +55), so folgt demnactr 


S 
re JUC+)—fo— Ade s a+ 5 2 ee. 
0 


Da aber {a@,} eine monoton abnehmende positive Zahlenfolge ist, kann das 
é 7 . ly 

n-te Glied @, nicht gréBer sein als das n-te arithmetische Mittel = “é ce, der 
~ 


n ersten Glieder und daher ist | 


; 3 i 
(8) [f(x+A)—f(x—h)P dx = —— ax 
; = 
Wir definieren nun die Funktion 4(x) wie folgt: 
| I eynushs Lease 
Piet ee (n=x<n+1). 


; <n-+1 einerseits 
1 1 
A(I/A)  A(n) ’ 
anderseits ist 4(x) eine monoton zunehmende Funktion, da I® als arith- 
metisches Mittel einer monotonen Nullfolge monoton abnehmend ist. Aus (8) 
ergibt sich somit 


Dann gilt wegen n=- 


on 


[,(6, f)} <2, |UC+ Leh das sup ave 


any ~ lacy} 


womit (4) Se ist. Es bleibt noch zu zeigen, daB aus der angenommenen 
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Giiltigkeit von (2) die Beziehung (3) folgt. Beachten wir zunachst, dab 


a, ti == o0(m) ist, so ergibt sich aus der Definition von A(x) durch eine Abel- 


Transformation die Abschatzung 


be) 


dx 1S 5 Oy 
xA(x) ~ Qe OW ey” 


Da aber nach Annahme die Beziehung (2) besteht, folgt (ebenfalls durch eine 
Abel-Transformation): 


oo 


> =O(1) > (@ +05) logn< x, 


ai rs? | 
also 


) xa ~ 
1 


d. h. die Bedingung (4) ist erfiillt und damit haben wir den Beweis unserer 
Behauptung zu Ende gefiihrt. 


Beweis des Satzes 2 


Wahlen wir die Zahlen «,f derart, dab axae<f=6 ist und fir 
0<hA=d4 die Abschatzungen 


ath ( Bth 


(9) J Worat— oy, | L/(t)F at = O(A) 


bestehen. Diese Beziehungen sind in tai Punkten « und ° erfiillt, in welchen 
[/(t)P die Ableitung ihres Integrals ist, d.h. in (a, 6) fast tiberall. Man kann 
also « und @ an a und 6b so nahe wihlen, daf sich die Lange des Intervalls 
(a, 8) von der Lange des Intervalls (a,b) um beliebig wenig unterscheidet. 
Wir setzen dann 


\ f(x), x€(@, 8), 
0, x€&(«, 2). 


Wir wollen den Betrag des Integrals 


g(x)= 


1h) = | [ex +4) OF dx 


durch die Zerlegung 


mech, Can Bh pea eel; 


ny=\+f+j+)+] 
Bch 


0 a-h a 


Wid 
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abschatzen. Zunachst ist 
2n 


{ [g(x + 4)—g(x)Pdx—0, | [g(x + h)—g(x)P dx —0, 
éB 


da in diesel Intervallen g(x + Ah) = g(x) ist. In (e—A, @) ist aber g(x) =0, 
also nach (9) 
\lg@+h—e@Pdx= |lee+mpdx—| [OP at— O01). 


Auf derselben Weise ergibt sich 


[lee + A)—g(0P dx — O(h) 


p-h 
und endlich gilt 
B-h p-h 


flee +m—ecorar—|yte+m)—seorax— 0 stay}: 


Addiert man diese Ungleichungen, so foilgt 


1(h) =O | stay + O(h). 


Es ist aber keine Beschrankung der Allgemeinheit, wenn wir 4(x) = x, also 


1 
aj) ~" 
annehmen, woraus man wegen der Monotonitat von £(x) 


erhalt. Ahnlich 1aBt sich auch der Fall —d =h< 0 behandeln. Wir erhalten 
somit die Abschatzung 


1 
onlé, 5) — sup 1h) = Ol getrgy): 


Die Funktion g(x) erfillt daher die Bedingungen des Satzes 1, folglich kon- 
vergiert die Fourierreihe von g(x) fast iiberall. Da aber in («, #) die Funktion 
J(x) mit g(x) iibereinstimmt, sind nach dem Lokalisationssatz die Fourier- 
reihen der beiden Funktionen in (@, ) aquikonvergent. Die Reihe (1) kon- 
vergiert also in («, #) fast tiberall und da sich die Lange des Intervalls (a, ?) 
von der Lange des Intervalls (a, 6) um beliebig wenig unterscheidet, ist (1) 
auch in (a, 6) fast iiberall konvergent, w. z. b. w. 


(Eingegangen am 19. Mai 1953.) 
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BJIMAHUE CTPYKTYPHbIX CBOMACTB ®YHKLIMM HA CXOJMMOCTb 
EE PAA ®YPbE MOUTH BCIO/Y 


lr. AJIEKCHY (Byzaneuir) 
(Pe3 0 Me) 
Nycrp f€ L? w uccnepyem CxOpHMOCTb MOUTH BCIOAy paza Pyppe 


(1) f(x) ~ a as oo (a, cos nx + 6, sin nx). 


ul 
 PaccmoTpum fia ato ueAM BEIPaKEHHE 
\ 2n Ve 
(9, f) = ta \If(x+h)—f@)P dx) , 
=H 
jlarouce HEKOTOPOe NpencraBnenue O CrpyKType tyHKunH f(x). Mycte 2(x) > 0 — monoToHHO 
BOSPacTatoulan *yHKUAA, yAOBMETBOPAIOWAaA yCAOBHIO 
° dx 
A) | say xa ~ 


flokaspipaem caefyroulne TeOpeMeEl : 
1. [J10 BbInOAHeHHA ycnoBHA OT arancedCakasegeronaccIlnecenepa 


Y@+H) Inn < co 


nel 


HeEOOXOAHMO H OCTATOYHO CyulecTBOBaHHe (pyHKuHH A(x), yaoBneTBOpAIoWeH ycrOBHtO (2) 


H TaKOH, 4TO 
1 
2 é, ==(0) Se eee 
6.=0[ a =| 
2. Ecan na untepsane (a, 6) (0,22) FEL? w Bpimoansetca, ycnoBue 


Vg 1 
- ol xe} 


Tae 2(x) yaosneTBopxeT ycnoBuio (2), TO pan Pypee (1) cxoqHTCA no¥TH BCloAy Ha HHTep- 
nane (a, 0). 


Pe 
sup {UF +4)—fQOF ax 
|h[ <6 fg 


. €. we ’ ' eae 


Tee —_ ne: “ 
“i, ae 


Aes 8 
4) ys - - 


- , 5 r 
‘ 
. : = fie paw 
iM ; ) “Mth SGYTVYQTS O WHSRAT Ie She I 
ery NeiT TORT RYDER "| 
; rs diy 
ag 7 
se 
te i> 


oy Uy 


KREISAUSFULLUNGEN DER HYPERBOLISCHEN EBENE 


Von 
L. FEJES TOTH (Veszprém) 
(Vorgelegt von G. Hajos) 


Bekanntlich' ist die (spater zu definierende) Lagerungsdichte d eines 
unendlichen Systems von in der euklidischen Ebene ausgestreuten, nicht 
tibereinandergreifenden ue Kreisen 


——-~ == (), 
= 906 . 
Kurz gefait: es laBt sich héchstens 90,6..."), der euklidischen Ebene durch 
gleichgroBe Kreise ausfiillen. Diese Schranke wird durch diejenige Lagerung 
-erreicht, bei welcher jeder Kreis. von 6 anderen beriihrt wird. 

In diesem Aufsatz wenden wir uns dem analogen Problem in der hyper- 
~bolischen Ebene zu. Wir zeigen, da hier 


(Q) ds 2 — 0,955 — 


« 


gilt und dafi die rechtsstehende Schranke sich durch keine kleinere ersetzen aft. 

Wir werden die Abschatzung (1) als Korollar einer allgemeineren Ungleichung 
erhalten, die auch gewisse friihere, beziiglich der Kreisausfiillungen der Kugel 
erzielte Resultate umfabt. 

Unter einer Kugel der Kriimmung k wird fiir k>0O eine gewodhnliche 
Kugelfliche vom Radius 1/Vk, fiir k=O die euklidische Ebene und fiir k< 0 
eine hyperbolische Ebene vom Parameter /—k verstanden. Die erwahnte Un- 
: gleichung lautet dann: 

Sind auf einer Kugel der Kriimmung k wenigstens drei’ Kreise vom 
Radius r eingelagert, so ist ihre Lagerungsdichte 


: 3’cosec— = a 
(2 DO) = SS D(6)==hin ayes, 
(2) = DG) = (6) = tim D(a) = 5, 


1 Vgl. die zusammenfassende Darstellung des Verf.: Lagerungen in: der Ebene, auf 


der ag und im Raum (Berlin-Géttingen-Heidelberg, 1953). 
® Diese Einschrankung ist im Falle k=O nicht nétig, da es sich hier stets um 


unendlich viele Kreise hardeln’: mu8, um positive Lagerungsdichte zu erreichen. 
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wobei a durch 
7E a 
cosec 7 = 2 cos | kr 


definiert wird.’ 


Wir erklaren die Dichte eines Bereichsystems {S;; in einem Bereich B 
durch den Quotient‘ BS; B, wo BS, den Inhalt des Durchschnittes von B 
und S; bedeutet. Dann ist D(a) die Dichte von drei einander gegenseitig 
beriihrenden Kreisen vom Radius r einer Kugel der Kriimmung k im Dreieck 
ihrer Zentralen. 27c/a bedeutet einen Winkel dieses Dreiecks, sodai sich a 
als die ,Anzahl“ derjenigen Kreise interpretieren l4Bt, die sich an einem 
Kreis anlegen lassen (Abb. 1). Wahrend in der euklidischen Ebene a = 6 ist, 
haben wir auf der gewohnlichen Kugel a <6 und in der hyperbolischen Ebene 
a>6. 


Ww 
© 


Abb. 1 


Die Ungleichung (2) ist fiir jeden ganzzahligen Wert von a= 2 genau.° 
Gleichheit wird durch diejenigen Kreissysteme erreicht, in denen jeder Kreis 
durch genau a weitere bertihrt wird. Die Existenz eines derartigen Kreis- 
systems folgt aus der bemerkenswerten Tatsache,* da&B es zu jedem ganz- 
zahligen eae ts ay mit p= 2, g=2 ein regulares Netz existiert, das 


; l ; . 
den drei Fallen T+ = entsprechend entweder die gewohnliche Kugel, 

’ Fir k>0O folgt aus der Bedingung, da®B die Anzahl der Kreise =3 ist, dab 
Vkr< 2/3, d. h. 2cos Vkr=1 ausfallt. Ist kK < 0, so tritt natiirlich in der Definition von a 
die hyperbolische Cosinusfunktion auf. 

4 Im Folgenden bezeichnen wir einen Bereich und seinen Flacheninhalt mit demsel- 
ben Symbol. 

5 Fiir nicht ganzzahlige Werte von a wurde die maximale Lagerungsdichte von K, 
Scnitte und B. L. van per Waerpen [Auf welcher Kugel haben 5, 6, 7, 8 oder 9 Punkte 
mit Mindestabstand Eins Platz? Math. Annalen, 123 yah S. 96—124| fiir a-_ 
2z/arc cos 0,25 = 4,7668 ... bestimmt. 

° Vel. z. B. D. M. Y. Sommervitte, The regular divisions of space of n dimensions 
and their metrical constants. Rendiconti circ. mat. Palermo, 48 (1924), 9—22. 
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oder die euklidische Ebene, oder die hyperbolische so in regulare p-Ecke 
zerlegt, da bei jeder Ecke g Kanten zusammenkommen. Wir bezeichnen ein 
solches Netz nach L. SCHLAFLI mit {p,q}. Die in unserem Schema einge- 


122) 2; eay 12,5) 326)" (27) 
{3,2} {3,5} | {3,6} 


{4,2} (4,5} {4,6} {4,7} --- 
{5,2} {5,5} {5,6} {5,7}-- 


{7,2} {7,5}; {7,0} {7,7}.-*- 


Abb. 2 Abb. 3 


zeichneten Linien trennen voneinander diejenigen Netze, die sich auf einer Kugel 
von positiver, verschwindender bzw. negativer Kriimmung realisieren lassen. Bei 
einem ganzzahligen Wert von a wird die dichteste Kreislagerung durch die 
Flacheninkreise eines {a,3} reprasentiert. Diese Inkreise liefern namlich als 
Lagerungsdichte die in (2) angegebene obere Schranke. Hier sind die Kreis- 
mittelpunkte Ecken eines dualen Netzes {3, a}. 

Wir haben in den Abbildungen 2, 3 und 4 die dichtesten Kreislagerun- 
gen fir a=5, 6 bzw. 7 dargestellt. Die Abbildung 2 (a5) ist eine 
stereographische Projektion von 12 ikosaedrisch angeordneten Kreisen. Der 
Fall a7 (Abb. 4) ist im Poincaréschen Modell dargestellt. 

Die in Abb. 5 dargestellte Funktion D(a) strebt fiir ac stdndig 
zunehmend dem Grenzwert 3: zu, sodaB sie im Einklang mit (1) unterhalb 
diesem Grenzwert bleibt. Bemerken wir jedoch, da& indem zur Ausfillung 
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der hyperbolischen Ebene auch Grenzkreise (Horozyklen) zugelassen werden, 
in (1) auch Gleichheit erreicht werden kann. Abb. 6 stellt die ,,absolut“ 
dichteste Kreislagerung auf Flachen konstanter Kriimmung dar, d. h. diejenige 
Anordnung von (wenigstens drei) kongruenten ,Kreisen“, deren Lagerungs- 
dichte unabhangig von der Flachenkriimmung und der Gréfe der Kreise den 
gréBtmoglichen Wert erreicht. Hier sind die’ ,,Kreismittelpunkte* Ecken des 


Abb. 4. 


0,90 

085 + 

0,80 

075 84... “192... -308... -585... -783... -982... -1,8...  -136... KK 
2663-4. §, Cr oF en Sato 12 14 16 18 20 a 


Abb. 5 


aus der Theorie der Modulfunktionen wohlbekannten Netzes {3,0}. Die 
betreffende maximale Lagerungsdichte betragt 3/7, was zu einer recht 
interessanten Interpretation der Zahl :r AnlaB gibt. 
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; Fiir k > 0 definieren wir die Lagerungsdichte als die Inhaltssumme der 
Kreise geteilt durch den Flacheninhalt der Kugel. In der euklidischen Ebene 
schlagen wir um einen festen Punkt O einen Kreis K(R) vom Halbmesser R 
und bezeichnen die Inhaltssumme der ganz zu K(R) gehérigen Kreise mit 
T(R). Dann definieren wir d durch 


T(R) 


d= lim 


R->w K(R)° 


Es aft sich leicht zeigen, dafi d nicht von der Wahl des Ursprungspunktes 
O abhangt. Ferner gelangen wir zu demselben Wert d, wenn wir 7(R) durch 
die Inhaltssumme derjenigen Kreise ersetzen, die gemeinsame Punkte mit 
K(R) aufweisen. Folglich lait sich d auch als Grenzwert der Dichte der 
Brice in K(R) erklaren. All dies folgt aus der Tatsache, dab 
K(R+c)—K(R)_ 2Re+e° 

K(R) R’ 
bei festem c fiir R-+~~ gegen Null strebt. 
In der hyperbolischen Ebene trifft dies aber wegen 


K(R) = 22 (1—cos /kR) = (chxR—1); K=— 


icht zu, soda® hier die Erklarung der Lagerungsdichte gréfere Behutsamkeit 
rfordert. Wir werden aber die mit der Dichtendefinition verbundenen Schwie- 
igkeiten in einfacher Weise umgehen, indem wir zeigen werden, dab sich 
nsere Kugel (von beliebiger reeller Kriimmung) so in Dreiecke zerlegen la8t, 
aB die Dichte in jedem Dreieck héchstens D(a) ist. Das bedeutet, dai die 
ngleichung (2) bei einer jeden ,,verniinftigen“ Definition von d bestehen 
uf. Jedenfalls gilt (2), wenn d als irgendein Mittelwert der Dichten in den 
on uns zu konstruierenden Dreiecken definiert wird. 
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Wir nennen ein System von kongruenten Kreisen gesattigt, wenn jeder 
zu den Kreisen unseres Systems kongruente Kreis der Kugel gemeinsame 
innere Punkte mit wenigstens einem Kreis des Systems aufweist. Ist unser 
Kreissystem nicht gesattigt, so kann es durch Hinzufiigung weiterer Kreise 
gesattigt werden. Durch nachtragliche Fortschaffung dieser Kreise nimmt die 
Dichte in keinem Dreieck zu, sodaf wir uns von vornherein auf gesdttigte 
Systeme beschranken diirfen. Um Fallunterscheidungen zu vermeiden, beschranken 
wir uns ferner auf den Fall’ 164° = *. Dann liegen die Mittelpunkte 
O,,Os,... der Kreise K,, K,,... nicht auf einer Halbkugel, da sonst {Ki} 
nicht gesattigt ware. 


Abb. 7 Abb. 8 


Wir betrachten einen Kreis § von der Eigenschaft, da3 wenigstens drei 
Punkte von {O;} auf den Rand von & fallen, ohne daB & Punkte von {O,} 
im Inneren enthalt (Abb. 7). Ein solcher Kreis ist sicher vorhanden. Man 
sieht sogar leicht ein, dai die Gesamtheit {8} der Kreise von dieser Eigen- 
schaft die Kugel iiberdeckt. Der Halbmesser eines jeden Kreises & ist < 2r, 
da sonst der konzentrische Kreis vom Radius r keinen gemeinsamen inneren 
Punkt mit den Kreisen K,, K.,... hatte, d.h. {K;} nicht gesattigt ware. Die 
am Rand von & liegenden Punkte des Systems {O;} bestimmen ein & ein- 
beschriebenes Polygon 93. Wir zeigen, daf die Gesamtheit {98} dieser Polygone 
die Kugel schlicht und liickenlos bedeckt.* 

Wir zeigen zunachst, dai zwei Polygone % und $’ von {%! nicht diber- 
einandergreifen. Da die Umkreise % und &’ der Polygone nach Definition 
nicht einander enthalten kénnen, haben wir nur den Fall zu untersuchen, dab 
S und &’ einander in zwei Punkten, sagen wir in P und Q durchsetzen. Da 
aber mit eventueller Ausnahme der Punkte P und Q keine Ecke von } oder 
%’ dem Durchschnitt KK’ angehdrt, wird PB und Y’ durch PQ getrennt. 


7 Die Ungleichung 16 kr? > 2? besteht nur in dem leicht zu behandelnden Fall von 
drei oder vier Kreisen. 


8 Im Falle k >0 stimmt {%} mit dem spharischen Netz der konvexen Hiille der 
Kreismittelpunkte iiberein. 
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Wenn nicht die ganze Kugel durch {3} bedeckt ware, so gabe es ent- 
weder ein Polygon 3, an dessen einer Seite sich kein Polygon von {3} 
anschlieBt, oder gabe es einen Punkt P, der ein Haufungspunkt von Poly- 
gonen ¥,, },,... mit Eckpunkten O,, O,,... ist. Die erste Moglichkeit kann 
nicht auftreten, worauf leicht aus der Definition der Polygone 4 gefolgert 
werden kann. Die zweite Méglichkeit erweist sich ebenfalls als unmdéglich, 
da dann der um P geschlagene Kreis vom Halbmesser 2r unendlich viele 
Punkte der Folge O,, O,,... enthalten méchte, was nicht auftreten kann, da . 
jeder Abstand O;O; = 2r ist. Damit ist gezeigt, daB {38} zugleich die Kugel 
tiberdeckt. : 

Zerlegen wir die mehr als dreieckigen Polygone irgendwie durch Dia- 
gonale in Dreiecke, so haben wir ein auf {O;} aufgespanntes Dreiecksnetz 
vor uns. Wir haben zu zeigen, da8 die Dichte des Kreissystems {K;} in jedem 
Dreieck = D(a) ist. 

Es sei JZ=O,0,0, ein Dreieck unseres Netzes. Wir werden spater 
zeigen, daf keiner der Kreise K,, K., K; die gegentiberliegende Dreiecksseite 
treffen kann. Es folgt daraus, dai in 4 auBer den Kreisen K,, K,, K, kein 
-weiterer Kreis des Systems {K;} hineindringen kann. Somit ist die Dichte des’ 
Kreissystems in 4 

G 

2a 
wo o die Winkelsumme von 4 und K den Inhalt eines Kreises bedeutet. Wir 
haben aber mit Riicksicht auf k4— 0o—a 


K:a, 


oO K 2 
fk ta FE (e4+ 5}, 
‘Es handelt sich also um die Bestimmung des Minimums von / unter den 
Bedingungen, daB jede Seite von .4 = 2r und der Umkreisradius < 2r ausfallt. 

Es sei O,O,= 0 die kiirzeste Seite von 4 und 4’=0,0,0; ein gleich- 
seitiges Dreieck, das an der mit O, iibereinstimmenden Seite von O,O, liegt 
(Abb. 8). Wir schlagen um jede Ecke dieses Dreiecks je einen Kreis k,, ko, k; 
vom Radius 9. Dann liegt O, auferhalb oder am Rand der Kreise k,, k,. 
Andererseits liegt O, innerhalb k,, da sonst der Umkreisradius von 4 = 2r 
ware. 

Wir betrachten den Ort G derjenigen Punkte, die mit O, und O, ein 
mit 4’ flachengleiches Dreieck bestimmen. Es seien O; und O, die von O, 
und QO, verschiedenen Schnittpunkte von k, und k, bzw. k, und k,. Da 
O,0,0;0; ein Rhombus ist, sind die Dreiecke O,0,0; und O,0,0; flachén- 
gleich. Folglich gehért O; und — aus selben Griinden — auch QO; zu G. 
Bekanntlich ist G den Fallen k=O entsprechend ein Kreisbogen (Lexellscher 
Kreis), eine Gerade bzw. ein Hyperzyklus,” namlich die durch O; hindurch- 
gehende Abstandslinie derjenigen Geraden, welche die Mittelpunkte der Seiten 
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0,0, und O50, verbindet. Bedenken wir noch, da6 G aufer den Punkten 
O;, O;, O; keine weiteren Punkte mit k, bzw. k, gemein hat, so schlieBt mani 
leicht, daB O, nicht ,,unterhalb“ G liegen kann. Folglich ist 4 = 4’ und Gleich- 
heit gilt nur, wenn ‘0, in den Punkt O% fallt. Wir haben daher a fortiori 


wobei _/ den Inhalt eines gleichseitigen Dreiecks der Seitenlange 2r bedeutet: 
Mithin gilt die zu beweisende Ungleichung 
= eee 
251 Sia salttF Ae Be. 
Wir haben noch zu zeigen, da6B die Kreise K,, K,, K, keinen gemein- 
samen Punkt mit der gegeniiberliegenden Seite von 4 haben kénnen. Wit 
zeigen, dafi dasselbe sogar fiir die konzentrischen Kreise U,, U2, U, vom 


Halbmesser + =r gilt. U, besitzt keine gemeinsamen inneren Punkte mit U 


und U,, da sonst O;O,—o nicht die kiirzeste Seite von 4 ware. Da ferne: 
U, und U, die Seite O,O, zusammen iiberdecken, kann U, diese Seite nich 
treffen. Bewegt sich nun O, in den von k,,k,,k, begrenzten oben betrach- 
teten Kreisbogendreieck, so beriihrt O,O, und O,O, den Kreis U, bzw. U 
nur in den Lagen O,,= O; bzw. O,= O;. Da aber O, im Inneren von &, liegt: 
sind diese Lagen ausgeschlossen. Somit kann U, und Use die Strecken O,O:! 
bzw. O,O, weder schneiden, noch beriihren. 
_ Damit ist der Beweis beendet. 


(Eingegangen am 30. Januar 1953.) 


% Diese Tatsache war schon J. Botyat bekannt. (Appendix §§ 39 und 41.) 


S3ATNOJIHEHHE PAUNEPBOJIMYECKOM TMJIOCKOCTH KPYTAMU 
Jl. PEEL TOT (Becnpem) 


(Peswme) — 


Asrop naéT HepaBeHCTBO AIA NAOTHOCTH OMMHAKOBBIX HeMepeceKalOlMXCA KPyrOt 
PacnONOKeHHbIX Ha Wape, SBKAMAOBOH HAM THNepGONH4eCKOK NAOCKOCTH, OTKyAa cnenmye? 


4TO 3Ta MNOTHOCTb BO BCeX CAy4YaAXx ae, PapencTso OCTHraeTCA AAA OpHUNKIOB, MOD 
Pa 


XOAAME PACNONO*KeHHbIX Ha THNEPOOAM4ECKOH NOCKOCTH. 


KREISUBERDECKUNGEN DER HYPERBOLISCHEN EBENE 


Von 
L. FEJES TOTH (Veszprém) 
(Vorgelegt von G. Hajos) 


In einer vorigen Arbeit’ habe ich das Problem der dichtesten Kreis- 
lagerung auf Flachen konstanter Kriimmung behandelt. Der vorliegende Auf- 
satz ist dem dualen Problem, namlich dem Problem der diinnsten Kreisiiber- 
deckung gewidmet. 

Bekanntlich’ ist die Dichte* eines Systems von kongruenten, die eukli- 
dische Ebene vollstandig iiberdeckenden Kreisen 


ao 27 

= Va 

Gleichheit wird in demjenigen Fall erreicht, wenn jeder Kreis durch die tibrigen 

in den Ecken eines regularen Sechsecks geschnitten wird. Wir werden zeigen, 
da in der hyperbolischen Ebene 


(1) ps2. y1006,.. 


gilt! Die rechtsstehende Schranke laBt sich durch keine gréfere ersetzen. 
Dieses Resultat wird sich als Korollar einer allgemeinen Ungleichung ergeben, 
die auch gewisse friihere, beziiglich der Kreistiberdeckungen der Kugel 
erhaltene Ergebnisse® umfaBt und bei deren ‘Formulierung unter einer Kugel 
der Kriimmung & dem Vorzeichen von xk entsprechend entweder eine gew6hn- 
liche Kugelflache vom Radius 1/Vk, oder die euklidische Ebene, oder die 
hyperbolische Ebene vom Parameter V—k verstanden wird. 


== 1,209. ..". 


1 Kreisausfiillungen der hyperbolischen Ebene, Acta Math. Acad. Sci. Hung., 4 (1953), 
S. 103—110. 

2 Vel. e Fejes Totu, Lagerungen in der Bieheh dis der Kugel und im Raum enti 
Géttingen-Heidelberg, 1953). PG 

3 Vgl. die unter 1 angefiihrte Arbeit. 
4 4 Im Sonderfall, daB jeder Flachenteil héchstens zweifach seapacone ist, fand diese 
pongieichung kurz vorher J. MOLNAR. 

5 §. das unter 2 zitierte Werk. 
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Wird die Kugel der Kriimmung k durch wenigstens drei kongruente 
Kreise vom Radius r iiberdeckt, so ist die Uberdeckungsdichte 
A . JU 
= = (6) = lind A) eS = 
(2) D=d(A) rear (6) = lim (A) = 
wobei A durch 
ctg = = 3 cos Vkr 
definiert wird. 

Schlagen wir um die Ecken eines regularen Dreiecks 4 vom Umkreis- 
radius r je einen Kreis vom Radius r, so ist d(A) nichts anderes als die 
Dichte dieser Kreise in 4 (Abb. 1). Ein Winkel von 4 betragt 2/A, sodab 
A sich als die ,Anzahl“ derjenigen mit 7 kongruenten Dreiecke interpretieren 
laBt, die sich um einen Punkt anlegen lassen. Es gilt den drei Fallen k=O 
entsprechend A=6. 


Abb. 1 


Die Ungleichung (2) la6t sich fiir ganzzahlige Werte von A=2 nicht! 
verbessern. Gleichheit besteht fiir das System der Flachenumkreise eines regu- 
laren Dreikantnetzes mit A-seitigen Flachen. 

Es l4Bt sich zeigen, daB d(A) mit wachsendem A standig abnehmend | 
dem Grenzwert /12/« zustrebt (Abb. 2), sodaB D im Einklang mit (1): 
oberhalb dieses Grenawertes bleibt. Werden aber zur Uberdeckung auch! 
Grenzkreise zugelassen, so kann in (1) auch Gleichheit zutreffen. Abb. 3) 
stellt die ,absolut“ diinnste Kreisiiberdeckung der hyperbolischen Ebene im: 
Poincaréschen Modell dar. 

Wir kénnen voraussetzen, daB die Kreismittelpunkte keinen Haufungs--. 
punkt besitzen, da sonst’ dem Kreissystem eine unendliche Dichte zuge- 
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schrieben werden kénnte. Wir betrachten dasjenige, auf die Kreismittelpunkte 
aufgespannte Dreiecksnetz, das dadurch charakterisiert ist, daB die Dreiecks- 
umkreise heine Ecken des Netzes in ihrem Inneren enthalten® (Abb. 4). 


7 265.. ty) “M7 408..  = 925...  - 961... = 19. 2. 166. kK 

SS a a Ci ALA 

SF TENS BA S89 12 14 16 18 20 =A 
Abb. 2 


Jeder Kreis wird durch die von seinem Mittelpunkt ausstrahlenden Kanten 
dieses Netzes in Kreisausschnitte zerlegt. Wir wollen bei der Berechnung 
der Dichte in einem Dreieck 4 die durch die Dreiecksseiten bestimmten drei 
Kreisausschnitte auch dann bei 4 in Betracht nehmen, wenn diese aus 4 
herausragen. Wir denken also die eventuell herausragenden Kreisteile vom 
Kreis abgeschnitten und auf  gelegt. Nach einer anderen, mit der vorigen 


6 S, den unter ! zitierten Aufsatz. 


_ 8 Acta Mathematica 
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gleichbedeutenden Vorstellung kénnen wir uns die ,Massen“ der Kreise auf 
konzentrische Kreisscheiben konzentriert denken, die in der Vereinigungs- 
menge der im betreffenden Kreismittelpunkt zusammentreffenden Dreiecke 
liegen. Dann ist die Dichte des Kreissystems in J 
oO 
ote Kod, 
wo o die Winkelsumme von 4 und K den Inhalt eines Kreises bedeutet.’ 
Wir machen jetzt von der definierenden Eigenschaft des Netzes Ge- 
brauch, nach der kein Kreismittelpunkt im Inneren des Umkreises von 4 liegt. 
Da andererseits der Umkreismittelpunkt sicher in einem Kreis unseres Systems 
enthalten ist, so laBt sich schlieBen, daB der Umkreisradius von 4 nie gréfer 
als r sein kann. Folglich gilt (nach einer wohlbekannten, in der spharischen, 
euklidischen und hyperbolischen Geometrie gleichfalls giiltigen Maximaleigen- 
schaft des regularen Dreiecks) 


45/4. 
Wir haben daher mit Riicksicht auf kd = o—zt 
0) K IU Ae IU 
— K: d= —|k+—| = —[k+ =] = a(A). 
2 alan) aa (tt 3} (4) 


Damit ist gezeigt, da die Dichte des Kreissystems mit der obigen 
Vereinbarung in jedem Dreieck =d(A) ist.* Dasselbe gilt dann auch fiir die 
Uberdeckungsdichte beziiglich der ganzen Kugel, wenn diese als irgendein 


Mittelwert der Dichten 5” K: 4 definiert wird. 


(Eingegangen am 16. Marz 1953.) 


7 A und 4 bezeichnen zugleich die Inhalte der Dreiecke. 

8 Diese Ungleichung gilt wahrscheinlich auch dann, wenn bei der Berechnung der 
Dichte in 4 nur die tatsachlich in 4 enthaltenen Kreisteile beriicksichtigt werden. Jedentalis 
1aBt sich durch unsere Vereinbarung der Beweis dieser Vermutung ersparen. 


: 


NOKPbITME TUNEPBOJIAUECKON MJIOCKOCTU KPYPTAMU 
JI. PEEL TOT (Becnpem) 


(Pe3w Mme) 


Aptop aéT HepaBeHCTBO fA NAOTHOCTH OAMHAKOBLIX KPyrOB, NOKpbiBAIOWMxX wap, 
SBKAMOBY!O MIM THMEPOONMYECKYIO NOCKOCTb, OTKYAa CAefyeT, 4TO 3TA NAOTHOCTh BO BCeXx 


y12 
cny4aax =— . PaBeHCTBO AOCTHTaeTCA [AA NOKPbIBAIOWIMX rHMepOOMMYeCKy!O NAOCKOCTb 


OPHUMKIOB, paCnONOKeHHbIX B ONpesenéHHOM NOpspKe. 


VERSCHARFUNG 
EINES HARDY—LITTLEWOODSCHEN SATZES 


Von 
P. SZUSZ (Budapest) 
(Vorgelegt von P. TurAn) 


In der vorliegenden Note beweisen wir den folgenden 


SATz. Es sei w irrational, k eine natiirliche Zahl und {n*o}=n'o— 
—[n'w]. Bedeuten dann «@,,@,,...,a, beliebige Zahlen mit OX ay,<1 
(x= 1, 2,...,k) und ist e«>0 gegeben, so gibt es eine nur von , k und 
abhingige Zahl m so, dap bei beliebigem v fiir mindestens ein ganzes n 
mit y =n=v-+m die Relationen: 

|{n*w}—ay| <é (% == 15254. 7%) 
stattfinden. 


Dieser Satz ist eine Verscharfung eines Satzes von HARDY—LITTLEWOOD 
[1]. Der Satz von HaRDY—LITTLEWOOD besagt, daf bei beliebig gegebenem 
e>0O die Relationen 

|{n*o}—ax| <8 Ee EY eee 9 
mit geeignetem ganzen n erfiillt werden kénnen. Ich bentitzte den obigen 
Satz als Hilfssatz zu einem elementaren (d. h. ohne Beniitzung von Weyl- 
schen trigonometrischen Summen arbeitenden) Beweis fiir die bekannte Tat- 
sache, daB die Zahlen {n*w} in (0,1) gleichverteilt liegen. Meinen Beweis 
veroffentlichte ich nicht, weil, wie ich dies bereits nach der Ausarbeitung 
meines Beweises erfuhr, V. BERGSTROM [2], [3] bereits im Jahre 1935 einen 
im Grundgedanken 4hnlichen, wenn auch in der Durchfiihrung der Rechnung 
abweichenden Beweis mitgeteilt hat. 

BEwEIs. Der Beweis geschieht durch vollstandige Induktion nach k, Es 
seien m und « gegeben. Unser Satz ist fir k—1 giiltig. Die Multipla von 
liegen ndmlich mod 1 iiberall dicht. Wir wahlen ein natiirliches a mit {aw} = 
=&,<é und betrachten im folgenden nur die Zahlen {naw} = {na} 
(n=1,2,...). Bei beliebigem v und O=e@ <1 gilt dann 

l{xeas}—a|<aa<eé 
fiir mindestens ein ganzes x mit yS=x= v-+[e,']. Damit ist unser Satz fiir 
k—1 bewiesen. Nun wenden wir uns dem SchluB von kK—1 auf & zu. 


gt 
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Es seien die Zahlen «,, @,...,@x gegeben. Wir wahlen ein »’ mit 
; é 
(1) {vo} — eex| < > (c=="1, 2; ee 


(Dies ist nach HARDY—LITTLEWOOD [1] méglich.) Dann wahlen wir weitere 
|2 + 1 —WN ganze Zahlen S, (r—1,2,...,N) mit folgenden Eigenschaften: 
é 


(2) {So} € J, (r=1,2,...,N), 


el *| bedeutet; 


Nea 
é 
< 3.3% yk 1 
((2) und (3) kénnen, ebenfalls nach HARDY—LITTLEWOOD [1], erfiillt werden). 
Nehmen wir an, unser Satz ist bis K—1 schon bewiesen; daraus folgt 
insbesondere, daB es zu einem beliebigen «& >O ein m'=m’'(o,&,k) gibt 


derart, daB bei beliebigem v fiir mindestens ein ganzes n mity =n=r+m' 
die Relationen 


wobei /, das Intervall | 


(3) {Sto} (r=1,2,...,N; x=1,2,...,(k—I)} 


{n*w}<é (x= 1,2, ...,(kK—1 


gleichzeitig gelten. Es existiert also eine Folge ganzer Zahlen 7, (e=1, 2, ...), 
fiir deren s4mtliche Glieder die Relationen 


(4) {vow} < é (x= 1,2,...,(K—1); o—1,2,...) 
und 

(5) VYo—Ve1 Sm (e= 1, 2,20 
gelten. Wir setzen 

6 fcr tneb iii My oom.” aa 

©) 3-3" max (v"*", Sr", ..., SW)” 


dazu gehért nach der Induktionsvoraussetzung ein m’ mit (5). 


Nun betrachten wir {7}w} bei gegebenem oe. Wir wihlen diejenige der: 
Zahlen S,, fir welche /, den Punkt 1—{>>a} enthait. 
Es wird nun behauptet, daB die Relationen 


(7) {(o + S,+ %)*} =exn+ He (x = 1, 2, nee 
mit |.%| = 1 stattfinden. (Hier und im folgenden bedeutet * immer eine zwi-. 
schen —1 und 1 gelegene Zahl. In verschiedenen Formeln braucht 9 nicht! 


dieselbe Zahl zu bedeuten.) Ist (7) bewiesen, so sind wir fertig, da dann) 
wegen (5) und wegen der Endlichkeit der Anzahl von v’, S,,:.., Sy 


m = m' + max(S,, S,,..., Sw) 
gesetzt werden kann. 
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Der Beweis von (7) kann nun folgendermafen geftihrt werden: Der 
Gesamtbeitrag der ,gemischten“ Terme (d. h. der Terme,’ die keine reinen 
x-ten Potenzen sind) der Polynomentwicklung von (v’+S,-+ 7,)* in 


{(v’ + S,+ 79)*o} 


ist kleiner, als = Es ist namlich 
(0 +S, +)" = 


x! 


ina tess! DLC ! 
a+b+c = % 


fiir jedes ,gemischte* Term mit c= 0 gilt wegen (4) und (6) 


v” S,¥o3 


! 7a c x! 7a c 

|arera”” S760 |= yaaa 

x! ve 1 gk-1 x! apes 
ASICS aeewl Sy) SH YE = Ss AiDlel 3° 


[man darf -den Faktor vor das Zeichen { } herausheben, weil, 


x! 
3” a! b!c! 
falls x< 1, u< 1, offenbar {ux} —u{x} gilt); ist c=0O, so muB a=-0, b=+-0 


sein, weil es sich sonst um kein »gemischtes“ Term handeln wiirde. Fir 
diese Glieder mt wegen (3) 


ox ! yi a b 1 x! nghtt x! ; F & 
ae Atha ae SO} < laren” 3.3rI\ = Bator 3" 
Der Gesamtbeitrag samtlicher ,gemischter“ Terme ist also kleiner, als 
é eb 9 Se 
zy” vacapirscal bl chan<3 
atbteo=x 


Daher gilt 
{(v’ +S,+ 1%)" op=}@ +S Hor o4| (x.==1, 2,.--,%). 
Fir x =1,2,..., (kK—1) gilt wegen (1), (3), (4) und (6) 


= dx + dye 


OMFS DOFIG( = prot hgt Ag+ Ig 


(hier haben %,, A,,.4, dieselbe Bedeutung, wie *); fir x—k erhalt man 
wegen (1) und (2) 


ot +8t tro + 9S — 


a atr~s+i—not tr oto a+ 94 = t+ Ie, 


womit unser Satz bewiesen ist. 


118 P. SZUSZ: VERSCHARFUNG EINES HARDY—LITTLEWOODSCHEN SATZES 


Es sei noch bemerkt, daB sich die obige SchluBweise ohne Anderung fiir 
mehrere linear unabhangige Irrationalzahlen durchfiihren 1laSt. Sind also 
(1, @),...,@ linear unabhangig, sind ferner 


11, 12, +++, Ck 
(021, 22, 26+, h2 
11, B12, +++, Qk 


beliebige, zwischen 0 und 1 gelegene Zahlen und ¢>0, so gibt es ein nur 


VON @,,@,...,@ und ¢ abhangiges m derart, daB bei beliebigem y fiir min- 
destens ein n mit y= n=v-+™m die Relationen 
| {n* wa} —Gxa| < &@ (x== 1275p ki A=1,2,7 25 


stattfinden. Hieraus folgt wieder auf triviale Weise: falls P(x) =a,x+ 
+a,x°+----+-a,x* ein Polynom mit mindestens einem irrationalen Koeffizi- 
enten ist, so existiert ein m derart, daB bei beliebigem yv fiir mindestens ein 
amitvysSnsv+m 

|P(n)—a|<e (O<a@<1; «>0) 
erfiillt wird. 


(Eingegangen am 6. Februar 1953.) 
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OBOCTPEHME O/JHOM TEOPEMbI XAPJIM WU JIMTTJIbBYJIA 
Il. CHOC (Byganeur) 


(Pe3t1 Me) 


Nyctb w—nppalMonanbHoe uMcnO, K—HaTypanbHOe YUCHO, ay, %,..., o,—4NCIA, 
nexaumme Mery Ou 1, 

[lokasbipaeTca Cnegyrouee OGocTpenne OAHOI Teopemst Xapan u JintTabes yma: 

Alia mo60ro # > 0 MOoKHO HaliTH TaKOe, 3aBHCALee AMWb OT 2, kK Hw, HaTypambHoe 
4uCIO Mm, 4TO pH 11060M » NO MeHbWe Mepe AMA OMHOrTO N YAOBNETBOPACTCA HEpaBeHCTBO 


[{n*w}—a,|<e (x= 1,2,..., 4), 
rye 


{no}=n*o—[n*o] uw vsn<vtm. 


AN ALWAYS CONVERGENT ITERATION PROCESS 


G. TARGONSZKY (Budapest) 
(Presented by A. Rény1) 


1. There are several well-known iteration methods for the approximate 
solution of equations with one unknown. Each of these assumes more or 
less stringent conditions on the function belonging to the equation. There- 
fore, it seems to be desirable to have a general method applicable to a 
possibly wide class of functions. In the present paper I intend to develop 
such a method working for all continuous functions without any further re- 
strictions. As corollaries we shall get certain statements about the position of 
the zeros as well as an algorithm for solving algebraic equations. 

2. Let f(z) be a function continuous in the closed domain (‘sector’) 
S defined as follows: 

(1) ‘2Z€S if |zjsk, gSarcz=q,. 

S may be, in extreme cases, a full circle or a single segment. We 
denote by 
(2) o(x)= sup |f(%)—F()| 

Invalse 
the modulus of continuity of f(z). Of course, w(x) is steadily increasing, and, 
f(z) being uniformly continuous in S, 
(3) lim w(x) = 0. 


Let v(x) be a continuous and strictly increasing function, defined for x=0, 
with the properties 


(4) 0(0)=0, oe(x)=a(x) if x>0, and lim ¢(x)= ~. 
Let further y denote a positive number satisfying 
(5) ge ale 
Finally, we form the following function : 
(6) I(2) = 2Flye(f@DI 


where 9.,(x) denotes the inverse function of e(x); F(0)=1, F(x) is steadily 


decreasing and F(x) = i 3 for x>O. Then we can state 
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THEOREM I. /f z€S, the iteration sequence 
(7) 2, 4, (2), F,(2), oooy F(Z), 
defined by 4,(z) = 9[9%.-1(2)] and 4,(z)=z, is convergent. More precisely: 
a) If the segment between O and z (not containing 0) (‘the radius 02”) 
is free from zeros of f(z), then (7) tends to zero, its members remaining on Oz. 
b) if the radius Oz is not zero free, then the points representing the 
members of (7) remain on Oz and tend inwards to the next zero of f(z), or, 
if z is itself a zero, then all members of (7) are equal to z. 


Proor. It is known that if an iteration sequence {@,(z)} is convergent 
with the limit ¢, and g(z) is continuous for z=, then 


(8) P (So) = So. 
The whole iteration theory is based upon this simple, but fundamental fact. 
Now it is easy to see that 


(9) arc #,(z) = arc A(z) = arcez for n—1, 2,... 
and 
(10) OS|Fi(z)| S| Pn-1(2)| S--- S| F()| Sl2| for a—1, 2,... 


Consequently, the points representing (7) tend inwards on the radius Oz or 
stay on their place. Clearly, (10) implies the existence of a limit & of (7). 
Because of (8) we then have #(&)—&, and so f(&)—0O provided &=+0. 

Therefore the limit of (7), if it is not equal to zero, is necessarily a 
zero of f(z). On the other hand, if such a zero does not exist, then (7) 
tends to zero. Hence, in order to complete the proof of Theorem I, we have 
only to show that (7) passes no zeros of f(z), but tends to the next one 
lying inwards. Let us denote this next zero by 2). Then, according to (2) we 
obtain 


FQ = |F@—L(&)| = o(|2—2l) 
and because of (4) 
(11) If(2)| = e(/z—aal). | 
(5) and the hypothesis that (x) is strictly increasing imply that here the 
right hand side does not become smaller, if we divide the ‘argument of (x) 
by vk. The function (x) is single-valued, monotone increasing and defined 
for x=O, therefore from (11) we may conclude 


e-1(f@)) = ee 


By hypothesis we have |z,|=K and so re-(\f@|) =| 2 —1 ; But in case 


Zz ror 4 
arc Z= are z and |z|=|2 | hold, 22/2 is a positive number greater than 
0 0 
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or equal to unity. Therefore we can write 


SS |z| 


ve-1(f@)) = yea Zh 


Finally, (6) implies 


—l, 


IZ|Flve-1(f()|)1 =|F(@)| = lal. 
By repeated applications we are led to the result: 
(12) | F.(2Z)| =|2| for a1, 2,. 


whence we obtain, in fact, that the sequence (7) can pass no zero of f(z). 
Consequently, (7) tends to the next one, as stated. 


3. Let us now consider the case 


(13) F(z) € Lip, «. 
Then we can state 


THEOREM II. /f f(z)€Lip.a@, then we muy choose 
1 
(14) F(2) = F|(2)*| with O<y=s 2 : 
Proor. If (13) holds, then by definition 
(15) (x) =cx* 
and so we can choose e(x) =cx". After substituting this in (6), we obtain (14). 


4. Let us investigate the case discussed by Theorem II. It may happen 
that after the. first step z— 4(z) in forming (7), we can find betttr para- 
meters 7,c,@ for the smaller sector S, to which #(z) belongs. 

In this case it would be, of course, unnecessary to continue our sequence 
just in the same way as described above. Indeed, we can form a new func- 
tion 9q)(z) with the new parameters. By continuing this process, we find the 
following scheme for the accelerated iteration process : 


Lemma. Instead of forming a sequence according to (7), the zeros can 
be approximated in the same way by the sequence 


(16) {2} wR Zon = Foy(2n) 


using | 
! Hin (2) = ZF E [et 


Obvipusly, each member of this sequence is the first member of a 
sequence which would lead to the zeros, but in general not so quickly as 
(16). Applying our lemma to an arbitrary polynomial and choosing now 


F(x) = 


ay , we find the following algorithm: 
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THEOREM III. Given the polynomial P(z)=a)+@,2+-::+4n2z", the 
sequence {z,} defined by 
Zn 


2 ) 
|ayo+ A2y + AZn + ee + An Zn | 


(17) Zn+1 = 


mt 


|a,2,,| AE 2|a,2n| of eae + M\anZn | 
leads to a zero of P(z), or to zero, in the way stated by Theorem I. 


So if for all zeros z; of P(z) we have |z;| =H, we may choose |z,|—=H 
and then (17) leads to the uttermost zero lying on g=arc z,, if there exists 
one. So e. g. all real zeros and all imaginary zeros etc. may be calculated 
with the aid of this algorithm. 


Proor. For |z|, |z’|=|2,:| we have 


f2@—fE)| 


|z—2'| 


m-1) 


sup =c= sup |f’(z)| S]a,|+ 2\a,z.|+---+manz, |. 
Because of a1 we can now put (see (16)) 


Foy (Z) = and c=c 


ith y= 
\Zn| 


z 
P@| 
Ne ia 
and this leads to (17) by putting c’ =|a,|+2ja,z,|+...+mlanzn ||. 
Let us now apply Theorem III to the polynomial x“—a. Then we have 
(see (17)) 


Xn 
m bg 
Xn—a 
apg a 
MX» 


Xnp == 


CorOLtary 1. If a>O and x,= Va, the sequence {x,} with 


m+t 
(18) Xn = bbe re : 
(m+ 1)x,—a 
converges to \/a. 
8 
EXAMPLE 1. In calculating /2, by (18) we obtain re ae and 
Xa : 


choosing x,—2, the approximating values are x,— 1,6; x, 1,44. The last 
one is exact up to the first decimal. 


5. We shall now turn our attention to the question whether on a given 
radius Oz there are zeros or not. Let f(z) satisfy the conditions in Theorem lI, 
with the additional requirement 


(19) f(0)+0. 
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Then we have 


THEOREM IV. The radius 0z contains no zero of f(2), fi and only if 
the series 


(20) > Fi (2) 


n=O 


is convergent. 
PRooF. If (20) converges, then Jim 9,(2)—0 a and so, by Theorem I, 


statement b), Oz is zero free. eerehn if Oz is zero free (i.e., f(z)--O 
on Oz), then 


| Te = Flye-s(\f@|)1SA<1. 


So — according to CaucHy’s quotient test — (20) is absolutely convergent. 


6. We now proceed to consider simultaneously all zeros of F(2), lying 
on different radii. Let 


(21) Rir, ¢] = | #(re'*)| = rFlye-s(|f(re'*)|)I.- 

Let further r,(g) be a continuous and closed star curve around zero and 
P,, P, two points on r,(g). We consider the sector-like figure S, bounded by 
the arc P,P, and the radii OP, and OP, (S, may be a single segment or the 
full figure bounded by r,(y)). The boundary of S, is supposed to belong 
to S,. Let us form the following sequence of curves: 


(22) (HY), H(Y),...5 TY)... 
with 
(23) Tisi(y) = Rir(Y), ¥]- 


THEOREM V. /f S, denotes the sector-like figure bounded by the curve 
T(y) in (23) and by the radii OP,,OP, then 
(24) Deed Oy cal tin) Oy od * 
and all the members of this steadily decreasing sequence contain those and 
only those zeros of f(z) which belong to S,. 

Proor. By (9) and (10), A(z) carries the points of the given curve 
to(¥) into points lying on the same radius Oz such that the image point 
either coincides with the original one or is nearer to zero. Hence, this map- 
ping acts merely on the modulus. of the point, but not on its argument. The 
new modulus is given by 

|9(2)| — Rng), P]=H(9) 
where gy —arcz is constant. Now, under this mapping the image points of 
the points of r,(g) lie obviously on the curve r,(g) between the radii OP,, 
OP,. Since |.%(z)|=|z|, we have r,(y)=r.(g), further 7,(y) is continuous 
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and a star curve. Hence Theorem | implies that S, contains precisely those 
zeros of f(z) which are contained in S,. The same inference shows that 
S)2S8,2D-::DS,D-:: as well as that S, possesses the properties stated by 
Theorem V, as we wished to prove. 
Obviously, if P,OP,< equals zero, then Theorem V reduces to Theorem I. 
An interesting consequence of Theorem V is 


CoroLiary 2. If the arcs of the zeros of f(z) form a set of measure 
zero, then the area of S, tends to zero, as n tends to infinity. 


Proor. The area of S, is given by the formula 


Fi 
iis 
(25) a, = 5 | k@dy. 
Po 
Since r,(g) tends with increasing n monotonously to 0 almost every- 
where, it follows from a well-known property of the Lebesgue integral that 
Fi 


lim | ra(p)dp—=0 
ae 
as stated. 

In particular, Corollary 2 holds for all functions with a finite number 
of zeros within S,, e. g. for all analytical functions. The essential content of | 
Corollary 2 is that under the stated conditions the zeros can be included into: 
a figure of an arbitrarily small area. 

An immediate consequence of’Corollary 2 is 


COROLLARY 3. The zeros of the polynomial 
P(Z) =A) +24 a2" + +++ + Ay 2” 
lie all inside the curve 


k 
26 = i ? 
yet ake aK” EF an keene] 
|a,|K+2|a,|e+--- + m|Q»|k" 
with 
(21) fem g MARCA) [ails ooe  fnenl) 


|@m| 
This result is an improvement of the well-known theorem according to: 


which the zeros of P(z) lie inside the circle rk. Confining ourselves to! 
real zeros, Corollary 3 means that the zeros lie in the interval . 


slosh k 
P(—k)| | P(k)| : 
{peat al re held pr oP hh 
" |a,|k-+ +--+ mla,,|k™ isp |@,|K-+ +--+ m|a»|k" 


AN ALWAYS CONVERGENT ITERATION PROCESS 125 


Indeed, taking into account that the roots lie all inside the circle r, =k, we 
form 7,(y) and obtain (26). The truth of Corollary 3 follows then at once 
from Theorem V. 


EXAMPLE 2. For the possible real roots of the polynomial x*—x’—4x +4 
the classical bound is the interval (—5,5), while Corollary 3 gives the 
narrower interval [—3,9; 4,2]. (The roots are x, == —2,x,—1, x,—2.) 


7. Throughout our discussions we have supposed that the function is 
defined and continuous in a sector with vertex 0; however, the hypothesis 
on the place of the vertex is not essential; for introducing the new function 
¢(z)=f[z—z.-] we have to do with the old case. This simple observation 
shows that the only essential hypothesis that we require is the continuity of 
the function considered. 

I am greatly indebted to A. RENyI for a remark in the formulation of 
Theorem I. 


(Received 26 March 1953) 
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O HEKOTOPOM BCErA CXOJALLEMCA MTEPALIMOHHOM TIPOLIECCE 
Ir. TAPTOHCKH  (Bypanewr) 


(Pe3w Mme) 


UrepauMouHbie MeTOAbI NpHOnwKEeHHOrO PeWeHHA ypaBHeHHA aloT MOCMeAOBATeNb- 
HOCTb 3HAYCHHH, CXOMAUIMXCA K PELICHHIO yPaBHeHHA JIMLb ECAH YROBNETBOPAIOTCA HEKOTOPBIe 
ycnopus. B padotre paéTCA MTePpaUHOHHBIM METO, CXOMAMIMACA DIA BCeEX HeMpepbIBHBIX 
cbyHKuMi. 

Ecnu dynxuua f(z) HenpeppisHa B Kpyre |z| =< K, To urepauua cbyHKunn (Zz) = 
=zF[ye_,(\f(2)|)] gaér cxonsauyroca fas Bcex |z| << K utrepauHonuyro nocneqospaTebHOCTh. 
Snecb F(z) u e(x) HafexkauiuM OOpa3z0m BbIOpaHHble PyHKUHK, vy — HEKOTOPOK NapamerTp,- 
ToukH, COOTBETCTBYIOWMe SCMeCHTAaM MOCIeAOBATeMbHOCTH, CXOAATCA NO dbuKCHPOBAaHHOMY 
paguycy K OnmKavUIeMy KOPHWO, a B CHy4ae OTCYTCTBHA MOcneAHero — kK Hy. B cayyalt 
F(x) € Lip, @ dynkunu F(x) wu e(x) MoryT Obit’ TOYHO NonyyeHBI. TIpouecc mMooKeT OBITS 
nerko yObIcTpén. 

flanee ,OKa3bIBaeTCA, YTO OTCYTCTBH2 KOPHeH Ha aHHOM OTPe3Ke PaBHOCHJbHO CXOfH- 
MOCTH HeEKOTOpOorO OeCKOHeYHOrO HTepalHOHHOrTO paAya HM YTO MPH NOMOLIM 9TOTO MeTOMa 
BAA mOGOK HenpeppIBHOH cbyHKUHH MOMKHO HaHTH MOCHeAOBATeMbHOCTb TaKHX 3aMKHYTHIX 
HeMPepbIBHbIX KPHBbIX, 4TO OOACTh OrpaHH4eHHaA KaKAOH KPHBOM, CORepyxKHT BCe mMOcne- 
ayroujee KPHBbIe, HO B TO BCe BPeMA COMEPKUT H BCe KOPHH AaHHOM qyHKUHH, KOTOpBIe 
HaXOMATCA BHYTPH O6aCTH, TPaHHUeH KOTOPOK CAyKHT NepBad KpHBas. 

Ecau MHO)KECTBO KOPHeH CCTb MHO)KECTBO MePbI Hyb (HANPHMeP, B CIy4ae ananuTH- 
4eCKOH (pyHKuMH), TO NAOWaAAb OONACTH, OrpaHH4YeHHOH N-OH KPHBOW CTPeEMHTCA K HyAW C 
BO3pacTaHHeM 7. 

AlanbHewuMe NpHMeHeHHA MeTOMa CBAZAHBI C anreOpawHeCKMMH yPaBHeHHAMH. 


UBER DIE ABSOLUTE KONVERGENZ 
VON ORTHOGONALEN POLYNOMREIHEN 


Von 
GEZA FREUD (Budapest) 
(Vorgelegt von G. Atexits) 


Einleitung 


Wir erinnern an folgenden Satz von S. BERNSTEIN [4]: Es sei g(x) 
eine nach 27¢ periodische Funktion und &£,(g) ihre beste Approximation in 
(0, 272) mittels trigonometrischer Polynome n-ter Ordnung im Tschebyscheffschen 
Sinne. Gilt nun 


(1) Ses 


so ist die Fourier-Reihe von g(x) iiberall absolut konvergent. Wie S. BERN- 
STEIN selbst bemerkt, (1) ist jedenfalls erfiillt, wenn 


1 
(1a) sa on s) < 


besteht, wobei w(d, g) den Stetigkeitsmafi von g(x) in (0, 2:1) bedeutet.’ 
Hieraus folgt, daB die Fourier-Reihe von g(x) tiberall absolut konver- 


giert, wenn g(x) einer Lipschitz-Bedingung mit einem Exponenten a> 


geniigt. In dieser Fassung wurde dieser Satz von G. ALExITs [1], [2] auch auf 
eine Klasse von orthogonalen Polynomen iibertragen. Es sei {P,(x)} die Folge 
der normierten orthogonalen Polynome im Intervall (—1, +1) mit der nicht- 
negativen Gewichtsfunktion w(x), ferner sei 


@) fla) ~ 3 e»PrAx) 


die Orthogonalentwicklung einer in (—1, +1) definierten L*-integrierbaren 
Funktion f(x). Der Satz von G. ALExITs: behauptet : ist 


1 
(3) w(x) = WO—») ?, 
ferner f€ Lip« mit ¢> oe so gilt 


(4) S, lel<. 


1S, B. Steckin [9] zeigte, daB (1) und (1a) 4quivalent sind. 
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Ist die Folge {P,(x)} an der Stelle x beschrankt, so wird offenbar auch 
die Orthogonalentwicklung (2) an derselben Stelle absolut konvergent. 

Eine weitere Verallgemeinerung des Satzes von S. BERNSTEIN stammt 
von S. B. STECKIN [8], ]9]. Sei {@,} ein in (a,6) definiertes, beliebiges, 
vollstandiges Orthonormalsystem und 


(2a) F(x) ~~ De Px) 
die Orthogonalentwicklung von féL’. Bezeichnet 


(5) EG, ) =) Min jl Sa,0.0] oo (3 tat) 
so gilt 
(6) | elses Geum 


Aus diesem Satz von S. B. STECKIN kann — sowie aus dem erwahnten 
Satz von G. ALEXITS:— nur dann auf die absolute Konvergenz der Orthogo- 
nalentwicklung selbst geschlossen werden, wenn die Orthogonalfunktionen 
gleichmafig beschrankt sind. 

In einer unlangst erschienenen Arbeit [6] habe ich gezeigt, daf in der 
Summierbarkeitstheorie der orthogonalen Polynomreihen die starke Forderung 
der gleichmaBigen Beschranktheit von { P,(x)} durch die schwachere Bedingung 


(1) SPP = O(n) 


ersetzt werden kann, und zwar ist (7) sicher erfiillt, wenn die Gewichtsfunktion 
w(x) in einer Umgebung der Stelle x oberhalb einer positiven Schranke 
bleibt. In der vorliegenden Arbeit ‘wollen wir zeigen, da& die Bedingung (7) 
— 4hnlich, wie in der Summierbarkeitstheorie — auch fitr die Behandlung 
gewisser Probleme beztiglich der absoluten Konvergenz der Reihe (2) hin- 
reicht. 


Ein Satz fiber allgemeine Orthogonalentwicklungen 
Sei ®,(x), ein yollstandiges und normiertes System von orthogonalen 
Funktionen in (—1, +1) beztiglich der Gewichtsfunktion w(x) = 0, also 
b 
| n(x) D.(x) w(x) dx= bn. 


Sei ferner (2a) die Orthogonalentwicklung einer mit der Gewichtsfunktion 
w(x) L’-integrierbaren Funktion f(x) und 
+1 4 


(5a) E°(f,w, By) = | Min ‘| fx)— 3 a ®,(x)) wi dx: 


1 


re -(3 6 ' 


> tel 
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Satz I. Gilt 
(8) 2 | D,(x)P = Kn 
und i 
(9) ED (FW, Pn) < oo 


n=1 Vn 


so ist (2) an der Stelle x absolut konvergent. 


BEwEIs. Infolge (5a) und (8) gilt 
1 


> jaeo|s (Stor) (Slat) = 


k= 2741 


~ 


(10) 


te] — 


1 
gv+l oO 
=(> [2.()F) (> a let) <V2K2’° EOF w, Dy). 
QV +1 
Wegen (9) erhalt man nach einem bekannten Satze von Caucny? infolge der 
Monotonitat der Reihenglieder : 


Sot gd a ot Ww, D,,) < 0; 
dies ergibt wegen (10) eben die absolute Konvergenz von (2a). 
Ubergang zu orthogonalen Polynomreihen 


‘Im weiteren betrachten wir die Entwicklung (2).. Wir definieren, falls 
f(x) stetig ist, den ,trigonometrischen Stetigkeitsmodul* von f(x) als 


(11) o* (6, f) = Peterson has 3,)—f(cos J,)|. 
Satz Il. Sei f(x) stetig und 
| 
: o @ ae , fe 
(12) SR <. 


Dann ist (2) an jeder Stelle x, wo a erfiillt ist, absolut konvergent. 


BewEls. Nach einem bekannten Satze von D. JACKSON gibt es ein Poly- 
nom zt,(x) hdchstens n-ten Grades, fiir welches im ganzen Intervall (—1, + 1) 


10) —21.(2)| <0" [1] 


: - 2. Der Cauchysche Reihensatz lautet: Ist a, = a,41>...>0, so sind Sa, und 
22” a,y gleichzeitig konvergent oder divergent. 

3 Die Beziehung (12) ist bestimmt erfiillt, wenn in # gleichmabig 
(12a) |f[cos(# + h)]—f(cos 9)| = ¢s| ha l’s(log ||). log log ||")... «logs | 4) 
mit x > 1 besteht (wo log,x =loglog,_1x bedeutet), insbesondere wenn g(#) = f(cos #) 
einer Lipschitz-Bedingung mit einem Exponenten a > 1/2 geniigt.. 


Acta Mathematica 
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gilt. Hieraus folgt 


(13) E®(, w, P.) = / f [ f(x) —21,(x)P w(x) dx = ¢, 0° (+) i w(x) dx. 


Aus (12) und (13) ergibt sich 
5 En (f, W; Pr) 
en eee es me 
n=1 |/ n 


also ist (2) nach Satz I absolut konvergent. 
Schrankt man die Wahl der Gewichtsfunktion w(x) etwas ein, so laBbt 
sich mehr beweisen. Dazu bendtigen wir den folgenden 


HILFssATz I. Es sei fe L’, 


(14) os" (8, f) = { Max i [f[cos (+ h)] —f(cos 9) Pd 9}" 
und 
(15) EE" (f) = {Min | [ f(cos 9)— Sas cos k FP doy: 
dann ist 
(16) EM (fs aoe"(+, 7). 
BEWEIS. Bezeichnet 
(17) f(cos #) ~ >a, cos k 
die Fourierreihe der geraden Funktion f(cos&), so ist 
(18) ES (Nr — > a 


und es gilt die folgende Identitat : 


in & os : ; 
(19) Sas 2 ah j (flcos (9+ h/2)]—f [cos(9—h/2)}* dd. 


Aus dem Verlauf der Kurve y—sin x folgt, daB es eine positive Konstante 
c, gibt, fiir welche die Ungleichung 


(20) ee =cs) (k= n) 


besteht. Hieraus folgt (16) wegen (18), (19) und (14), mit = Eh, w.z.b.w.* 


4 Diesen vereinfachten Beweis dieses Hilfssatzes verdanke ich einer miindlichen 
Mitteilung des Prof. A, Rényi. 
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Satz Ill. Unter der Voraussetzung (3) und 


w 


(21) = 


lajit sich behaupten, daB die Reihe (2) an jeder Stelle x, wo (7) erfiillt ist, 
absolut konvergiert. 


Insbesondere ist (21) erfiillt, wenn (12a) (s. Fufnote*) im quadra- 
tischen Integralmittel besteht, oder eee Gas wenn f(cos #) als Funktion von 
* eine Bedingung Lip (a, 2) mit « > erfiillt. 


BEwEIs. Wegen (3) ist 
+1 ! 


ES, w, P,) = W? Min ia x)— a] dx_|* 
) | A ) h=0 | 1— x? 
(22) ml 


wv 


— W) Min J |A(cos > ;, COS Ko] d sol = WE,” (f). 


Aus (16), (21), (22) folgt 
EP wm Pr) - 


— 
n 


und somit ist Satz III auf Satz I zuriickgefiihrt. 


Uber zwei Satze von Zygmund und Hardy—Littlewood 


A. ZYGMUND [13] hat bewiesen, daf die Fourier-Reihe einer nach 22 
periodischen Funktion g(*) absolut konvergiert, wenn f(x) von beschrankter 
Schwankung und g€ Lipe@ mit einem beliebigen @ > 0 ist. G. H. HARDY und 
J. E. LitTLewoop [7] haben gezeigt, dai hier die Bedingung g¢€ Lipa durch 
die schwachere gé€ Lip (a, p) mit ep <1 ersetzt werden kann. An derselben 
Stelle bewiesen sié ferner, daB die Fourier-Reihg von g(#) auch dann absolut 
konvergiert, wenn die Bedingungen gé€ Lip(e,p) mit ep—1, p<2 und 
fé Lip 8, &>0 erfiillt sind. M. Z. WARASZKIEWICZ [12] hat beide letzterwahnten 
“Satze auf eine von O. SzAsz [10] stammende Verallgemeinerung des Bern- 
steinschen Satzes zuriickgefiihrt. Der Satz von O. SzAsz ist in dem erwahnten 
Satz von S. B. STECKIN enthalten. Zuerst werden wir die beiden Satze von 
HarDY—LITTLEWOOD auf orthogonale Polynomenreihen tibertragen. 


Hitrssatz Il. Die nach 2 periodische Funktion g(?) Beniige einer der 


folgenden Bedingungen: 
a) g(9) ist von beschrdnkter Schwankung und ge Lip (a, p) mit ap<1. 
b) géLip (a, p) mit ep—1, p<2 und geLipf mit @>0. 
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Dann ist® 
(23) o(1, g)-o@4 mit 3>0. 


Beziiglich des Beweises dieses Hilfssatzes verweisen wir auf die Arbeit 
von WARASZKIEWICZ [12]. 


Satz IV. Die Funktion f(cos #)—g(9) soll entweder die Bedingung a), 
oder die Bedingung b) des Hilfssatzes 11 befriedigen. Geniigt w(x) der Un- 
gleichung (3), so ist (2) an jeder Stelle x, wo (7) erfiillt ist, absolut kon- 
vergent. 


Unsere Behauptung folgt unmittelbar aus (23) und Satz Il] wegen 


1 1 
(2) sna (2)* 
o [A g|=0 \- 2). 


Betrachten wir jetzt den Satz von ZyGMUND. Ist f(x) eine Funktion 
beschrankter Schwankung, so ist auch g(*)—/f(cos 4) von beschrankter 
Schwankung, also gilt 


(24) 0, g)—= sup, | g(F +) —g(9)|d$ = 00), 


und hieraus folgt 
1 


(25) wo” (4 f] = Je(t ; f] .o(n *). 
Aus (24) und (25) folgt wegen Satz IV: 


SATz V. Wir nehmen an, da (3) erfiillt, f(x) eine Funktion von be- 
schriinkter Schwankung ist und es gilt 


(26) DE| ot pot|<~. 


Dann ist (2) an jeder Stelle x, wo (7) erfiillt ist, absolut konvergent. : 


Es ist bemerkenswert, daB (26) erfilllt ist, wenn f(cos #) von beschrankter 
Schwankung ist und in (0, z) gleichmafig der Dini-Lipschitzschen Bedingung 


If[cos (F + h)]—f(cos H)| < ¢,(log 1/|A|) 
mit einem Exponenten @ > 2 geniigt. 


5 Wie tiblich, bedeutet w®(d, g) das StetigkeitsmaB von g in der Metrik von L?: 


Qn 
0 (6, 2)—= Max, J \g(9 +h) —g(9) 29. 
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Uber die Abschatzung von > [P,(x)P 
0 


In der Arbeit [6] haben wir Folgendes bewiesen: gilt in einem (echten 
oder unechten) Teilintervall (@, 6) von (—1, +1) 
(27) w(x) =m>0, 


so ist die Abschatzung (7) in jedem inneren Teilintervall von (a, 8) gleich- 
mahig erfiillt. Es sei nun bemerkt, daB aus der Gleichm4Bigkeit der Abschat- 
zung (7) auf einer Punktmenge x die gleichmafige absolute Konvergenz der 
Reihe (2) auf derselben Punktmenge folgt, falls die Bedingungen der Sdatze 
II, ll, IV, oder V erfiillt sind. Es scheint somit wiinschenswert zu sein, eine 
einfache hinreichende Bedingung fiir das gleichmaBige Erfiilltsein der Ab- 
schatzung (7) im ganzen Orthogonalitatsintervall zu geben. 


HILFSSATZz III. /st u >O und 


lh 
(27a) w(x) > u(1—>*) ? (—ls=x=+)), 
so ist (7) im ganzen Orthogonalitdtsintervall (—1, +1) gleichmdfig erfiillt. 


Der Beweis griindet sich, ebenso wie der Beweis des Satzes II der 
Arbeit [6], auf eine SchluBweise von P. ErpDés und P. TurANn ([5], Lemma 
If, S. 524—525). Die Funktion 


K(x, )—= 3 [Pe OOF 


stellt namlich das Maximum von |zz,,(x)|’ dar, falls 2z,,(x) alle Polynome héch- 
stens n-ten Grades durchlauft, welche der Ungleichung 


(28) {| Pw@dt=1 


geniigen (G. SzeGO [11], S. 38). Im weiteren bezeichne w,(f) dasjenige der 
(28) geniigenden Polynome, welches den maximalen Wert |st,(x)/’= K(x, x) 
tatsichlich annimmt. Dann folgt aus (28) und (27a): 


+1 


dt 
(29) “ J [ara(Ol aos = 1. 
“Fi 
Beachten wir nun, daf die Folge der im Intervall (—1, +1) zur Gewichts- 


1 
funktion (1—x’) 2 gehdrenden orthogonalen und normierten Polynome eben 


folgt wegen (29) nach dem schon beniitzten Szegéschen Hilfssatz die Ab- 


ist, wo 7,(x) das n-te Tschebyscheffsche Polynom bezeichnet, so 
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schatzung 
; nw i 5 “ae nv ; 
(30) ulm @)P =H DIP Ss DIOP. 
Aus (30) und |7,(x)| = 1 ergibt sich endlich 
n 2 
2 ae 
(31) & [Pex = n+), 
w. z. b. w. 


Satz VI. Ersetzt man in den Sdtzen II, III, IV, V die Bedingung (7) 
durch (27) bzw. (27a), so wird die Orthogonalentwicklung (2) unter denselben 
Voraussetzungen in jedem inneren Teilintervall von (a, 8) bzw. im ganzen 
Intervall (—1, +1) gleichmadpig absolut konvergent sein. 


(Eingegangen am 2. Februar 1953.) 
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OB ABCOJIOTHON CXOJMMOCTUM PA/OB NO OPTOFOHAJIbHbIM 
MHOTOWIEHAM 


r. PAM] (Bynanewrt) 


(Pes Me) 


Pa6ora o606ujaet Teopemst Be pnxuteiua, O.Caca, Xapgu—Jiutta bByfa 
uv SurMyHfa 06 aOcomwTHOK CxOAMMOCTH pAyOB Pypbe Ha pxAAbI NO OpTOrOHaAbHbIM 
MHOrOueHaM. 

Tunnyna crefyroujad Teopema : 

Iyctb dbynkunsa f(x) HenpeppisHa Ha uHTepBane (—1, +1) u nycTb 


= o(t7) 
(1) ——_—— <_-+ 60, 
u=1 Vn 
roe 
(2) o*(6,f)= max  f(cos%,)—f(cos 9,)|. 
|F,- #16 


Torfa pa3znoxKenne tpyHkunn f(x) B pad Pypbe nO MHOroUNeHaM, OPTOrOHaNbHbIM MO HeO- 
TpuuaATeMbHOMY BeCcy W(X), AOCOMMOTHO CXOQMTCA B KaKMOU TOUKE, re NOCAeAOBATeEABHOCT 
OpTOrOHaIbHBIX MHOrOUTeHOR | P,,(x)} yROBIETBOpAeT yCNOBHIO 


(3) > [P,OF= 0). 


v=0 


Ycnosve (3), Kak 3TO NOKAa8aM ABTOP B OMHOM NpepAbIAyulen padoTe, BCerfa yAOBAeTBOpAeTCA, 
ecau «a <x <u B uHTepBane (a, 2) BhINONHAeTCA HeEpaBeHCTBO W(x) >m>0O. JlononnH- 


m 
TeNbHO MOKAaaHIBAeTCH, 4YTO ECAH W(X) > Yin’ rye m>O, To ycaosve (3) paBHOMepHO 


BbINONHAeTCH BO BCEM HHTepBane (—1, + 1). 
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UBER DIE LEBESGUESCHEN FUNKTIONEN 
DER LAGRANGESCHEN INTERPOLATION 
Von 


GEZA FREUD (Budapest) 
(Vorgelegt von G. Atexits) 


Einleitung 


Es sei gegeben eine Zahlenmatrix 
X11 
X12 < Xoe 


(1) 


Xin < Xan << °° GC Xnn 


deren Reihen als Grundpunkte zur Lagrangeschen Interpolation dienen sollen. 
Es sei ferner /,,,(x) die Grundfunktion, welche zum Grundpunkte x,, der 
n-ten Lagrangeschen Interpolation gehért. 

Nach einem bekannten Satze von E. HELLy [10] und H. HAHN [9] sind 
die Konvergenzeigenschaften der Interpolationsfolge 


(2) La Fi 8) = 2, fin) lon (2) 
durch die Lebesgueschen Funktionen 
(3) Ay) = D | len) 


bestimmt. Nach einem bekannten Satze (S. FABER [5], S. BERNSTEIN [3], 
L. FeJER [6]) kann man bei jeder Wahl der Grundpunktmatrix (1) eine Zah- 
lenfolge &€(a, 6) finden, so, dab 

(4) An (En) > C, log n 

gilt, wo C, (sowie im weiteren C,,C,,...) von n und x unabhangige positive 
Zahlen bedeuten. S. BERNSTEIN [3] zeigte auch, da die Abschatzung (4) nicht 
verscharft werden. kann. Wahlen wir ndmlich als n-te Reihe der Matrix (1) 
die Wurzeln des Tschebyscheffschen Polynoms 7,,(x), dann besteht 


(5) A,,(x) = O (log n) 
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gleichmafkig im Interpolationsintervall (—1, +1). Spater hat G. SZEGO gezeigt 
[13], daB die Abschatzung (5) in jedem inneren Teilintervall von (—1, + 1) 
auch dann gleichmafig besteht, wenn man als Grundpunkte der Interpolation 
nicht die Nullstellen der Tschebyscheffschen Polynome, sondern die Nullstellen 
der Jacobischen Polynome P\“”(x) mit festen @, @ >—1 wahlt. 

J. SHOHAT [12], ferner G. GRUNWALD und P. TurAN [8] haben unter 
allgemeineren Voraussetzungen schwachere. Abschatzungen gefunden. Es sei 
{P,(x)} die Folge der normierten Orthogonalpolynome, welche im Orthogo- 
nalitatsintervall (a, 6) durch eine positive Gewichtsfunktion bestimmt werden. 
Die Interpolationsmatrix (1) sei nun aus den Wurzeln von P,(x) gebildet. 
Die Resultate von SHOHAT bzw. GRUNWALD—TURAN lauten: Gilt im ganzem 
Intervall (a, 5) 

. w(x)=m>O0 bzw. w(x) /1—x=m>0, 
so besteht = 
A,(x) = O(\/n) 


gleichmaBig in jedem inneren Teilintervall von (a,6) bzw. glechmafig im 
abgeschlossenen Intervall [a, 6]. Aus den Untersuchungen von L. FEJER [7] 
war diese schwachere Abschatzung fiir den Fall der Jacobischen Polynome 
schon vor der Szegéschen Arbeit bekannt. 

Man ist geneigt zu erwarten, da8 die von SzeGO fiir die Nullstellen der 
Jacobischen Polynome bewiesene Abschatzung (5) im wesentlichen auf der 
Orthogonalitat dieser Polynome beruht. Doch werden in dem Beweis von 
G. SZEGO schwierige Satze iiber die Asymptotik der Jacobischen Polynome 
und ihrer Derivierten zu Hilfe genommen. Im folgenden beweisen wir einen 
allgemeineren, iiber den Fall der Nullstellen der Jacobischen Polynome 
wesentlich weiter ragenden Satz, aus welchem das Szegésche Ergebnis als 
Spezialfall folgt. 


SaTz |. Die n-te Reihe der Matrix (1) bestehe aus den Nullstellen des 
durch die nichtnegative Gewichtsfunktion w(x) €L bestimmten normierten Ortho- 
gonalpolynoms P,,(x). 

Gilt dann in einem Teilintervall (c,d) von (a, 6) 


(6) 0<m=w(x)=M 
und 
(7) |Pn(x)| = K (n = 0, 1,2,...), 


so besteht die Abschdtzung (5) gleichmdfig in jedem inneren Teilintervall 
von (c, d@). 

Da im Falle der Jacobischen Polynome mit @, >—1 die Vorausset- 
zungen von Satz I in jedem inneren Teilintervall von (—1, +1) erfiillt sind, 
folgt in der Tat aus unserem Satze der Satz von G. SzEG6 als Spezialfall. 
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Es sei bemerkt, daB ziemlich allgemeine hinreichende Bedingungen fiir 
das Bestehen der Ungleichung (7) bekannt sind (vgl. Korous [11] und 
SzeEGO [13].) 


Beweis des Satzes | 
Da die n-te Reihe x,,, x2,,...,X.. der Matrix (1) auch als Grund- 
punktfolge der Gaufschen mechanischen Quadratur vom Grade n mit der 


Gewichtsfunktion w(x) betrachtet werden kann, gilt fiir ein beliebiges Polynom 
W,-\(x) vom Grade 2n—1 


b 
(8) | FE2-1 (x) w(x) dx es oS) Ais IT2-1 (Xkn), 
a k=1 


wobei 41, d2n,..-,4n, die Cotesschen Zahlen dieser mechanischen Quadratur 


bedeuten. Hieraus folgt 
b 


(9) > din= | w(x) dx = C, 
kaa a 
n b 
(10) = din [Pu (Xin) P= | [Pu-1()Pw(x) dx = 1, 


und wegen fin tXin) == Ox. auch 
b 


(11) | Lin (X) 10), (2X) W(X) AX = Aen 7.(Xien), 


wobei /,,(x) ein Polynom héchstens n-ten Grades bezeichnet. Setzen wir in 
(11) der Reihe nach sz,(x) = P,(x), 2n(x) = P,(x), ..-, u(x) = Pu-1(x), 
dann erhalten wir die Koeffizienten der Orthogonalentwicklung von i,,(x) 
nach {P,(x)}. Durch Anwendung der Formel von CHRISTOFFEL—DARBOUX 


ergibt sich somit’ 

n-1 
(12) Fin (X) <= din >, Po(Xin)Po(x) = Ann Gna Pn ain) Pa(X) } 
v0 Cy, X—Xkn 


Die Zahlen q@,«a,,...,@,,.-. sind hierbei der Reihe nach die Koeffizienten 
von x" in P,(x); sie geniigen nach einer elementaren Abschatzung (vgl. 
G. ALeExiTs [1], [2]) der Ungleichung 


(13) 0< “t= Max (|a|, |b|) = Cs. 
Zunachst zwei Hilfssatze: 


HILFssatTz I. Fiir die Grundpunkte x;,, welche in ein festes inneres Teil- 
intervall von (c,d) fallen, gilt gleichmdpig 


(14) 0< tn —0(+]. 


1 Fiir den Spezialfall, in dem {x;,,,} die Wurzeln von T,(x) sind, stammt diese Forme! 
von L. Feyér ([6], S. 442, ()). 
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Beweis bei P. Erpés und P. TurAN [4], Lemma V, S. 530. 


HitrssaTz Il. Fiir die in einen beliebigen festen inneren Teilintervall von 
(c,d) fallenden Xx und X11,» gilt gleichmdpig 


(1 5) Xk+1, n— Xkn > be . 


Der Beweis steht ebenfalls bei P. Erp6s und P. TurAN [4], Satz VIII, 
37 050s 

Auferdem folgt aus (12), (14)’ und (7) 

(16) | lin (x) = O(1) 
gleichmafig fiir die Werte x,,. und x, die in ein festes inneres Teilintervall 
von (c,d) fallen. 

Nun sei x ein beliebiger Punkt des Intervalls (c+A,d—h), man setze 
c =c+h/2, d’ =d—h/2, endlich seien x;, und x;41,, die beiden, zur Stelle 
x nachstliegenden Grundpunkte. 

Wir zerlegen die Summe (3) in drei Teile. Der erste Teil enthalt die 
Glieder mit Ki und k—i-+-1; der zweite jene Glieder, fiir welche x;, in 
(c’,d’) fallt und von x;, und xis1,, verschieden ist; der dritte Teil besteht 
aus allen tibrigen Gliedern. In dieser Weise ergibt sich aus (12), (7) und (13): 


Asia) = > + =. ey ines 


— r,, a’) Typ ECC’ a’) 


1 Co Stay eal cae: 
< C+ 1P a3) } Seay |X Xen] ay 


(17) 
dan |Pa- 1Gn)f. 


Da wir aus der Summation S” die zu x nachstliegenden Grundpunkte aus- 
geschlossen haben, gilt 


Vs ] ae 1 
18 s eed, 
ER’) |X— Xien| % 4 2, CF "ts Cs ne log n. 


Andererseits folgt aus (9) und (10) 


(ibs > i dit Paci Xen) lee > Aun | Pr-1(Xen)| < P Sas Saul Po 1(Xin) P= CH 


also besteht wegen (16), (17) und (18) 
(20) A(x) < C;+ C,|P.(x)| log a, 
woraus (5) folgt, w. z. b. w. 
Konvergenz und Restglied der Interpolationsfolge 


Es bedeute p,-1(x) das Polynom hdchstens n—1-ten Grades, welches 
‘ir eine gegebene Funktion f(x) in (a, 6) die beste Approximation im Tsche- 
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byscheffschen Sinne darstellt, und setzen wir 
(21) Ena(f) = Max |f(x)—prs())- 
«€(a, 6) 


Andererseits sei fiir die Matrix (1) die Abschatzung (5) an der Stelle x erfiillt. 
Dann erhalten wir, wie bekannt, 
[LiF )—F(X)| S | LaF; x) —Pu-1(%)| + [Pn 10) —F(X)| = 

S |Ln(f—Pn-a; x)| + Ens(f) S [An (x) + 1 En-1(f). 


SaTz Il. Die Funktion f(x) geniige gleichmapig im Intervall (c, ad), wo die 
Bedingungen des Satzes | erfiillt sind, der Dini—Lipschitzschen Bedingung 


(22) 


(23) IF) —F(%)| = of | log |~2.—4| |"), 
Jerner sei f(x) im ganzem Orthogonalitatsintervall (a, b) stetig. 

Dann gilt . . 
(24) lim L,.(f; x) = f(x) 


gleichmdfig in jedem inneren Teilintervall von (c, d). 

BEwEIs. Wir beniitzen eine triviale Verallgemeinerung des Satzes von 
D. JACKSON. Es gibt eine Polynomenfolge {q,(x)} mit folgenden Eigenschaf- 
ten: Es gilt 
(25) lim gu(x) = f(x) 


-gleichmafig in (a, 6), ferner gleichmafig in jedem inneren Teilintervall von 
(c,d), wo (6) und (7) erfiillt sind, 
1 
(26) #0) —an(x) = 0 (ea. 
In dieser Weise erhalten wir: 
(27) [Ln (Fs )—F@)| S |Ln(f—Pnas)| + 0(1) = 

= ws [Lin (X)| |F( Xn) — Pn- as = ee —Pn-1(%in)| + (1), 

kn Ee’ a’) 

wobei x ein innerer Punkt des cure (c+h,d—h) von (c,d) ist, 
und, wie bei Hilfssatz JI, c —c+h/2, d’'—d—h/2 gesetzt sind. Infolge (19) 
strebt das zweite Glied in (27) gegen Null; aus (5) und (26) folgt somit 
(24), w. z. b. w. | 

Satz Ill. Es sei f(x) in (a, 6) r-mal differenzierbar, und f‘(x)é Lip a. 
Dann gilt 
(28) pax, to: x)—f(x)| = O(n-""* log n) 

e+ = 


gleichmdpig in jedem inneren Teilintervall (c+-h,d—h) von (c, ad). 


Der Beweis sei dem Leser iiberlassen. 


(Eingegangen am 6. April 1953.) 
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O PYHKUUAX JIEKHETA AHTEPNOJIALWMOHHOPO MPOLIECCA JIATPAH}KA 
r. PAM], (Byzanemrt) 


(Pes Mme) 


Nyctb J,,(x) (k= 1,2,...,2) OcHOBHad MHTepNOAAWHOHHaA dbyHKuNA Jlarpauica, 
OTHOCHLMAACA K Y3AY Xx) MPMHAMMEKAWEMY CHCTEME Y3NOB { Xin, X%y,-- +) Xm}. ECan Xin 
(i= 1, 2,..., 2)—KOpHH MHOrO4JeHa N-HOK Crenenn P,(x), IpHHaIexKaujero CHCTeMe MHOTO= 
4YEHOB, OPTOOHAbHBIX 10 BeCy W(xX)EL, MB HHTepBane (Cc, d), WEMHKOM exKaueM BHYTPH 
MHTepBasa OPTOrOHabHOCTH (a, 6), O< m= w(x) = M u Tam xe | P,(x)| = K (n=0, 1, 2, ...), 
TO PaBHOMePHO [IA BCeX SHAYCHHH X, MPHHa/IEKAUIMX KAKOMY-1H60 HHTepBany, WeMHKOM 
J@KALIEMY BHYTPH (C, d), BbINOAHAeTCH. CneAyOUee PABeHCTBO : 


” 
| 
> |lin@)| = O(n 2). 
| 
Ucnonb3ayaA aTOT pesyAbTaT M MPHMeHAA H3BECTHBIE MeTOABI, aBTOP nomyuaeT TeOpemb! O 


CXOAMMOCTH HHTEPNOJAWMOHHOTO mpouecca JlarpawKa vO nopxaKe npHOrAwKeHHA HHTep- 
NOAAWHMOHHBIMH MHOTOYWIeHaMH. , 


UBER DIE BEZIEHUNG ZWISCHEN DER GAMMAFUNKTION 
UND DEN TRIGONOMETRISCHEN FUNKTIONEN 


Von 
MIKLOS MIKOLAS (Budapest) 
(Vorgelegt von A. Rény1) 


1. Es sei z eine komplexe Variable; wir bezeichnen, wie gewohnlich, 
mit /(z) die wohlbekannte Gammafunktion und mit #(z) ihre logarithmische 
Ableitung. 

Seitdem EuLer mittels dieser Funktion das Interpolationsproblem der 
Fakultdten geldst hat,’ ist sie nach den Forschungen hervorragender Mathe- 
matiker des 18-ten und 19-ten Jahrhunderts eine der wichtigsten Funktionen 
der Analysis geworden. Aus der klassischen Theorie der Gammafunktion seien 
die folgenden Tatsachen hervorgehoben: I) [°(z) ist eine meromorphe Funk- 
tion, definiert ftir jedes z=-0,—1,—2,... z. B. durch den Gaussschen 
Grenzwert 


“T@=lim— mh ; 
gente DG+2)5..24N)’ 
in den Punkten z — —k hat sie einen Pol erster Ordnung mit dem Residuum 


1 (k=0, 1, 2,...). — Il) Es ist F(n) =(n—1)! (n= 1, 2,3,...); F2) 


gentigt der Funktionalgleichung 


(1) P(z+1)=zI(2) (z+ 0, —1, —2,...) 
und fiir jeden nicht-ganzzahligen Wert von z 

7 er IU 
(2) I (2) P(i— 2)esr a9 


; i Be 
(sog. Erganzungssatz). III) Dementsprechend hat man fiir #(z) = me die 


Differenzengleichung 
3) Bl2+1—B@)—— — @+0, 1, -2,...); 


1 Eurer [1], vgl. Goverroy [1], S. 1—6. 
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aus (2) folgt 
(4) B(z)—V(1—z) = —aetgaz (z=+-0,+1,4+2,...). 
IV) Die Mittag—Lefflersche Partialbruchzerlegung von W(z) lautet: | 


1 {1 : ek 
(5) w@——y—-4+43(F-—1)] @+0,-1-2..9 
wo 
2 1 1 
oe Oras tt fates +4) 10g 0] 


die Eulersche Konstante bezeichnet; (5) setzt in Evidenz, daB #(z) an O 

und den negativen ganzen Zahlen einen Pol erster Ordnung mit dem Resi- 

duum —1 besitzt, sonst aber tiberall regular ist. . 
Es sei noch die Integraldarstellung von EULER: 


['(z)=— \e"t dt (R(z) > 0) 
und diejenige von LEGENDRE: : 
! z-1 
*1—t 
B2+y—| aapeee (H(z) > 0) 
erwahnt. 3 
(2) und (4) zeigt, daB die Gammafunktion mit den Kreisfunktionen in 
gewisser Weise verkniipft ist; man kann als weitere schéne Resultate in 
dieser Richtung ansehen: 1. einen Satz von Gauss,* daB %(z)+-y sich fiir 
rationale Werte von z durch Kreisbogen und Logarithmen ausdriicken 1la4Bt; 
es ist namlich fiir positive ganze p<q 


It 


0 a PPS oe aie tha ® 
w(P +7 log q— ¢tg oot 


(7) 1S 2pva 2 , 
an cos log|2—2 cos a): 


2. die beriihmte Formel von KUMMER* : 


d 
log I'(x) = Ee —x)(7 -+- log 2) + (1—x) log -1— + log sin ztx + 
(8) | — log n 
nfs pa — Sin (2nzx) 


‘und eine daraus flieBende Reihenentwicklung von LeRCH:® 


* Ausfiihrliche Literaturangaben findet man auBer dem Handbuche von Nietsen {i} 
auch in Liésco—Scuosuk [1]. 

3 Gauss [1]; vgl. Nievsen [1], S. 22. 

4 Kummer [1]; s. auch Nietsen [1], S. 201 und Nodrvunp [1], S. 113. 

5 Lercu [1]; vgl. Nietsen [1], S. 204. 
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(x) = —| (7 + log 227) +5 tg crx + 


(9) , <\ spe a 


mat sin bey ee 


welche fiir O< x <1 gelten. 
Der Hauptzweck dieser Arbeit ist nun zu zeigen, daB man “(z) fiir 


Jedes nicht-ganze z mittels trigonometrischer (und rationaler) Funktionen allein 
in einer geschlossenen Form darstellen kann und zwar’ 


1 
: 1 wn 70 ¢. .atht sin zezt 
=e acme r pee ee Ee wake, oa ae ee cece ee 
(10) f(z) f r 5 4. 5 ctg :rz + 2! tg 5 | iapeee 7 at], 


wobei man langs der reellen Achse integrieren soll. 
Man wird sehen, dai dieser Satz uns gestattet, mehrere neue For- 
meln bzw. Behauptungen iiber die Eulersche Konstante 7 und die Reihen 


4 


> ae aufzustellen. 
q (z+) 


2. Es sei z=-0,+ 1,+2,...; zum Beweise von (10) bemerken wir 
zundchst, da der Integrand 


ett { sinztzt 
A ve tS oe sinisez 
fiir O=¢<1 regular ist. Was den Endpunkt ¢=- 1 betrifft, so hat hier U(z, ft) 
einen endlichen Grenzwert, namlich 
lim U(z, t) = lim ctg BL [cos 7zt—ctg :¢z- sin :rzt—(1—t)] =- 
tr 


t->l 
2 
5 (1 —:tz ctg 72). 


i 
Somit ist die Existenz des Integrals | U(z, t)dt (im eigentlichen Cauchy- 


schen Sinne) gesichert; dies formt man jetzt um, indem man — dem Wesen 
nach durch Teilintegration — die Gleichheit 
1 
Av 


(11) a tg is. 


; , I 
as f i Ay —1] dima | cos :r2t- log |2 cos ay dt 
Sin :TZ Sin :tZ ; 2 


8 Diese Formel ist also — im Gegensatze zu fast allen Integraldarstellungen in « 
Theorie der Gammafunktion — in der ganzen z-Ebene giiltig und das rechts auttreter« 


1 rc Ng ter 
Integral ist kein uneigentliches. Ist 0< z< 3° so hat jedes Glied in der Klammer (une 


auch der Integrand des letzten Gliedes) positives Vorzeichen. 


10 Acta Mathematica 
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verifiziert. Dazu werde mit O<§<1 die Differenz 


at t at\ {mz cos szt ieee 
| tg = (sinzzt_) a2 {tog (2008 "| : Tat dt== 


sin :tZ 2 sin 7rz 
Pdi ( sees? at) {sin zt -1| 
eee | eS : fe 
12) eat t a log | 2008 7 Os (st sin 1z a 
=— i 2 og [2 cos zs) (22-225 _5| 
sin 27 
betrachtet; da der Grenzwert 
Ain log 2 cos | (sin eas sin res —t)— 
sin 12 
log shee 
, es ; 2 cos 
,. | Sin (7¢z&)—€ sin 7z s aett et 
ae Re = £ ; u me 
2 cos > 
ausfallt, zeigt (12), dak 
‘ at\(mzcos:izt . 
(13) | log P cos 3 mee —1] dt = 
0 


== lim +73 [2 cos cae ECR ED, 7 dt 
gos Tt 08 sin :tz 


U 
1 


vorhanden und gleich = | U(z,fdt ist. Beachtet man noch die von der 


0 
Reihenentwicklung 


(14) log (2 sin 4) eae (<u< 1) 
4=1 A 


sofort ablesbaren, wohlbekannten Relationen : . : 


1 
1 


2 a 
(15) | log (2 cos at dtm 2| log (2 sin zru) du = 0, 
u 0 


so kommt man in der Tat zu (11). 


Um das uneigentliche Integral rechts in (11) auszuwerten, beniitzen wir 
nun eine interessante Folgerung des Parsevalschen Theorems fiir trigono- 
metrische Reihen, namlich die Formel 


(16) fre log (2 sin x] dx =—2> ae ' 
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wo f(x) eine beliebige, nach RIEMANN quadratisch integrierbare Funktion und 
a, den zu cosdx gehdrigen Koeffizienten in ihrer Fourierreihe bedeutet 
(4 =1,2,...).’ Daraus folgt durch die Substitution x —(1—1?): es gilt fiir 
jede in <—1, 1) quadratisch integrierbare und gerade Funktion y(t) die Ent- 
wicklung 

1 : 1 

4 Ses Aa-1 (* 
(17) law log (2 cos 3) at =2 Geel La | g(t) cos Ast dt; 
0 


wendet man dies auf den Real- und Imaginarteil von cos -rzt an, so entsteht 
1 1 


ort ee al 
(18) feos szt-log (2 cos af dt = ne Co | cos szt-cos iat dt, 
2 ee | 
0 0 
d. h., unter Beachtung von (5), 


1 1 


F at . 1 ei! | : 
Joos szt-log (2 cos a df= 5) pa 7 [cos :tt(z+4) + 
0) oi 


cos its 4) a loss (—1}"! Be a(z+A) 4 sin ae) |. 


aS 


22 A z+h z—A 
SS seine st( 1 | 2 1 \|- 
a es Pale Saiz letieeg || 
sin Zz 
Tay a Ee CA aa tart 


(11) und (19) haben 
1 
1 as stt( sin szt 
(20) 5 [H@+H(—a\——7—-3 ft 2 ( sin 702 


—t) dt 


“zur Folge. 
Andererseits gelangt man durch (3) zu 
1 
P(1—z) = W(—z) — 5 
so daB (4) in der Form: 


(21) - [BQ)—¥(—2)) =— 55 — tg 2 


geschrieben werden kann. 

Aus (20) und (21) ergibt sich aber nach Addition unmittelbar (10), 
_w. z.b. w. 
7 Vgl. z. B.: Rocosinski [1], S. 51. 


jue 
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3. Gehen wir nun zu einigen Anwendungen der soeben bewiesenen 
Formel iiber! 

Es soll U(z, t) (der Integrand in unserer Formel (10)) fiir ein beliebiges 
festes 0 =¢=1 als Funktion von z allein betrachtet werden; es sei ferner 
U(z, )=£ (22 ctg 7rz). Man erkennt dann ohne weiteres, daB U(z, t) 


sich in jedem Bereiche %, welcher keinen der Punkte z—0, +1, +2,... 
enthalt, analytisch verhalt. Gleichfalls ist offenbar, daB U(z, t) auch als eine 
Funktion von zwei Variablen fiir alle Wertenpaare (z, 7) von ¥ bzw. <0, 1> 
stetig ist. Somit darf man — vermége eines bekannten Korollars des Morera- 


schen Satzes* — in { U(z,t) dt unter dem Integralzeichen nach z integrieren 
0 


bzw. beliebig oft differenzieren. 
Wahlen wir als Integrationsweg z. B. ein rektifizierbares, ganz in der 
langs der negativ-reellen Achse aufgeschnittenen Ebene verlaufendes, Jordan- 


we 
sches Kurvenstiick von > bis z, auf welchem kein ganzzahliger Punkt der 


reellen Achse liegt, so entspringt aus (10) 


[ve+3 F tg cu|du—(4—2), y+ 1 (log + —tog 2} — 


2 
1 
oh rir sin sttu 
—z] [|e aula 
1 


falls das Zeichen ,log“ itiberall den Hauptwert des komplexen natiirlichen 


Logarithmus bedeutet. Laut (2) ist r(S)=rz, so daB die letzte Relation 


sich fir 0<z<1 in der Form 


(22) log £(z) = p-4) y+% log 9 — log 2—- log sin x2— 
sc (, sct sin sttu 
sy \ te | (Saat —t) au] a 
0 


2 
schreiben 1a&t. 


Durch diese Formel kann man zu einer bemerkenswerten neuen Dar- 
stellung der Eulerschen Konstante gelangen; nach (22) ist namlich 


8S. z. B.: Oscoop [1], S. 307. 
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(23) (1—2z)-7 = log 2+ bet z sin 2 


1 


1 2 


ob tt sinsttu. . 
mtg 2 I sin 7cu —t}du| oe 


LAE p(gy| — 


yaiety 1 
es sollen hierin jetzt 0<z<-— und das Integral nach w langs der reellen 


2 
Achse genommen werden.’ Da die Anwendung von (1) die Relation 
lim pez: rey] = lim pula r@y|= =lim P@+1) = 1 
i> , ¢ >O0L 


liefert, geht (23) beim Grenziibergange z—+0 iiber in 


aot 


t(sinztu- 
24 ail (f a z(s eeu | 
(24) vy —log 2—a| | tg ese. t du dt. 
00 
Wie man daher ablesen kann, /dft sich die Differenz zwischen y und 
log 2 —0,6931... mittels trigonometrischer Funktionen allein geschlossen aus- 
driicken, was — im Vergleich zur Erklarung (6) — durchaus nicht zu erwarten 


-war..Ubrigens erweist sich der Integrand des letzten Doppelintegrals als eine 


sin = 


nicht-negative Funktion von ¢ und u, denn nimmt im Intervalle 


‘O = t=1 fiir irgendein festesO0<u= leicht nachweisbar monoton ab, und 


z 
somit bleibt a HE 4 fir0e f= 1)0<4es ie positiv. Das betreffende 
sin tu 2 


Integral hat also gewif positives Vorzeichen, entsprechend der wohlbekannten 
Tatsache, dab 7 < log 2 (genauer: y = 0,5772...) ist. 


4. Aus (5) folgen die ebenfalls fiir jedes z+-0,—1,—2,... giiltigen 
Formeln : 


or 1 1 
, yy BLE ITs ” 1 ii B55 Ye 
kat a pay es a a a Hy 
-allgemein ist 


(25) pz+1)=(—1)""n Po taes (n = 1, 2,3,...). 


° 1 ; 
Ersetzt man also in (10), laut (3), M(z) durch @(z+ LN Serra so findet 


man durch n-maliges Differenzieren und nach Vergleich mit (25) die Dar- 


9 So daB hierbei sowohl ft, als uw reelle Variablen bezeichnen. 
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stellung 
x 1 (—1)"" n ( l T 
26 = = — — ctg 22] — 
$20) 2 (zy m lazlaz 2° 
1 
a |, at d" { sin azt be % 
~ Fe (Sa22 | al a) ao oe 
0 


dies gilt offenbar fiir alle nicht-ganzzahligen z, ja sogar ,in Limes“ noch fiir 
z-=0,1,2,..., weil die linke Seite auch dann regular ist. Somit hat man 
insbesondere bei z= 0: 


+1 —1)"" fi... d" 
(27) o(nt ls > PELL TS a im a 7 (3 7 tg az|— 


d" ( sinazt 
mas Z “tim | in 72 | at| (leo 
und es ist nicht schwer, die hierin auftretenden Grenzwerte durch Heran- 
ziehung der entsprechenden Potenzreihen direkt auszuwerten. 
Bekanntlich gilt’ namlich fiir |z|<# 
so 0 2" Bay a rene | 2 
zcigz—= D ( 1) (2)! 2 — | — 3 ® 4572 9455 ct tke 

wo Bo, (v= 0,1, 2,...) die sog. Bernoullischen Zahlen™ bezeichnen. Daraus 
ergibt sich sofort fiir jedes z 4-0, welches der Ungleichung |z| <1 geniigt: 


| J totes ee TS yt ee ay 1 
(28) 22 2 ctg UZ a. 1) 2(27)! bf hey 


Beachten wir die Bedeutung der Koeffizienten laut des Cauchy—Taylorschen 
Entwicklungssatzes, so kénnen wir auf 


v+t 2 nLBs, 


: aa (1) wm” falls n=2v—1. 

Yd il : ( 2r)! 

(29) artim a es ez |= Ce (vy =1, 2, 3, ++) 
0, wenn n=2r 

schlieBen. 


Fassen wir andererseits die Generatorfunktion der Bernoullischen Poly- 
nome ins Auge. Ihre Entwicklung lautet : ” 


(30) 


[= BX)+B@DE+BWEt (lz < 20 


e 
1 S. z. B.: Knopp [lt], S. 431. 
: 1 1 1 1 
11 Es ist also Bx =1, B= —, B, = — — = — st ce renal 
0 aE Be 30’ B, 2 usw., ferner B, 5 und 


B, = B, = B; =... =0; alle B,,, sind rational. 
12 Vgl. z. B.: Szdsz [1], Bd. 1, S. 697. 
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die Koeffizienten sind also durch 


(31) B(x) = + Tose Bue (2-0/1; 20.) 


erklart.'* Wir brauchen die nachstehende unmittelbare Folgerung von (30): 
4} fees ate: 2: 
al ee ( y) et e= ; 

_ Cage SRP neds +o = 2IBi) + Bi) 4+ B(x)2+ +] 


=f ey Se 


ww] 


(jz|< 22). 


Schreibt man da 2yr/iz statt z und os 


statt x, so entsteht die im Ein- 
heitskreise |z| <1 giiltige Formel: 

sin szt t+1 f+1 t+1 
(oz) Sat ala) _a,( 1) anys 3(!S\enay—+..] 


und hieraus erhalt man — ebenso wie vorher — fiir den anderen gesuchten 
Grenzwert 


QO, wenn n=2rv—1, 


d" ( sin zt 
“isa ree im gaa sin 1z J=- | (—1)"2Biens(E) aay, falls n= 2r. 
i (vy = 1,2,3,...) 
Duck Anwendung von (29) und (33) liefert nun (27) die Formein 
< 1 v—l 2" isp, é ‘ 
: (34) C(27) = pe) —— 9p 
a 2v)! 
= @ reine 


(35) $(27+1)—= Seg = (-"2": of $4) ‘tg ata 


also eine geschlossene Darstellung der cite aller hyperharmonischen Reihen 
_ bei positiven ganzzahligen Exponenten mittels der entsprechenden Potenz von 
zt und der Bernoullischen Zahlen bzw. Polynome. 


Speziell bekommt man 
; 1 


7 pT Cie ON a aM 
(3) — 55 | ra—rtg Fat, 54) = go> 


° it y a rel " n 
£(5) = 55 | t(1—t’) (1—3t’) tg = dt, £(6) = 35: 


1 1 v4 
13 Insbesondere ist B,(x) 1, By(x)=x—5> B(x) >= ter ler 12 


1 , a 1 I 
Bi(x) == 6 xe—D[x-5). By) = 9g OIE 395° 


Bs (x) = ptt Df x— “| {2—x—- | 
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(34) riihrt, wie bekannt, von L. EULER“ her; dagegen weif man von 
t(2r-+1) (v=1,2,3,...) auch heute nicht viel;'® die letzten Ergebnisse 
zeigen, daB man (26) als eine weitgehende Verallgemeinerung der Eulerschen 
Formel (34) ansehen mag. 


5. Mit Hilfe der Integraldarstellungen (35) wollen wir sofort eine neue 
Reihenrelation ableiten, welche sich auf den Zusammenhang der hyperhar- 
monischen Reihen mit ungeraden, bzw. geraden Exponenten bezieht und 
so theoretisch ein gewisses Interesse hat, zugleich aber auch fiir numerische 
Zwecke brauchbar ist. Wir beweisen namlich den Satz: 


Jede Reihensumme [(2v+1) (v=1,2,3,...) ldft sich ausschlieflich 
mittels der unter (34) explizit ausgewerteten Reihensummen [(2), 5(4), $(6),.-. 
folgendermafen darstellen : 


(36) C(2v+1)—(2») E Ay'— Pa Ag t(2 | 
wobei ‘ 
1 
rv)! ; 
(37) AQ = BOM | Be (x) dx - (k=0,1,2,.. 


0 
Die Koeffizienten AS? besitzen die folgenden Eigenschaften : 
1. sie sind alle positiv und rational ; 
2. es gilt fiir jedes vy — 1, 2,3,... und k= 1 die Abschdtzung: 
: 2 
38 A ee 
( ) Ax < RETA 


Der Beweis stiitzt sich auf die folgenden bekannten Tatsachen beziiglich 
der Bernoullischen Zahlen und Polynome : 


(39) Bisi(x) —— B,, (x) 

(40) B,(1—x) = (—1)' B(x) | Sette 

(41) (1) Bix) > 0 (0<x< 55 7=0,1,2).0 

(42) ee igeal Gee Baris 5] — Bonsi(1) = 0 (y= 1,2,3,.8 

(43) fl) Bass 0 (v= 1, 2,3,...) 
4 Euter [2]. 


1 Vgl. Knopp [1], S. 246; Nietsen [1], S. 46; Nortunp [1], S. 66. — Nietsen schreibt 
a.a. O.: ,Ober die Natur der Summen S,,,;(==¢(2a-+ 1)), mit ungeradem Index, wissen 
wir eigentlich noch gar nichts; es ist bisher noch nicht gelungen, diese Reihen in ahnlicher 
Weise zu summieren, oder durch Summen derselben Gattung, aber mit niedrigerem Index, 
auszudriicken.“ 

16 Vgl. z. B.: N&rtunp [1], Kap. 2. 
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: y-t S22 COS 2Artx a1 2.2 sin Qhorx 
44 Roel t yee (eal 2” ete cace ze eS i Pee 
( ) 2 ( ) ( ) i (22 my” ’ Bs, +1 (x) ( 1 ) _ (Qiaprl 


i <a at rag as Da uk a 
Wir schicken weiter woraus, daB (28) sich unter Benutzung von (34) 
ersichtlich auf die einfachere Form 


(45) mz ctg z= 1—2 > (2k) 2 (jz| <1) 
k=1 


bringen 1aft. 
Transformieren wir nun (35) durch die Substitution t= 1—2x, so folgt 
auf Grund von (40): 


od en 


(46) C(2r+1) = (—1)"" (20) | Bora(x) etg rex dx: 
Q 


wenn man also die Entwicklung (45) und (34) anwendet, ergibt sich 
1 


b(2v +1) = (—1)" 2" a | aa 1 —2 3 502%)x*| dx=s 
k=1 


tole 
ool 


= (1) 2 at [faa iat etc 2 > (2k) foci 'dx| — 


=s2|4 a Av” _ Sasien)| 


vorausgesetzt nur, da die ausgefiihrte gliedweise Integration legitim ist. Dies 
folgt aber unmittelbar aus den beiden Tatsachen: 


iP <0,5> ist ein Teil ‘des Konvergenzintervalles der Potenzreihe 
> o(2k) x, so daB sie hierin gleichmaBig konvergiert; 2. da B»,.1(x) nach 


{42) bei x —0 verschwindet, ist oe eine ganze rationale und: somit in 


<0, ass beschrankte Funktion. 


Es bleibt noch tibrig, die Behauptungen iiber die Koeffizienten zu veri-. 
fizieren. Dazu beachte man erstens, daB B.,.:(x)x*"!_ sich als ein Polynom 
[2(k-+ »)-ten Grades] mit rationalen Koeffizienten erweist, und zweitens, dab 
wir, wegen (41) und (43), fiir veree die Ungleichung 


(a7) sepehs0 
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haben; hicraus flieBt zunachst die Rationalitat, bzw. Positivitat der Zahlen- 
‘werte A$, (k =0, 1, 2,...). 

Um schlieflich (38) zu zeigen, formen wir das Integral unter (37) durch 
partielle Integration um; die Benutzung von (39) und (42) ergibt: 


1 1 
2 2 


Boys (X)2* dx = — anh Bu (x)x*dx (kK=1, 2,3, coll 


0 0 


Nach (44) gilt aber die a a 

No 1 Bp, | 
(48) | Bay (x)= = OF : Pag ~ (2y)! 
fiir jedes O= x =1; also ist 


(v=1, 2, 3,-< 


(49) 0< AQ ate | 
U 


~ Qk(2k-+ 12" k(2k+1)4*’ 
w. Z. b. w. 
Es eure iibrigens keine Miihe, das Integral unter (37) zu berechnen 
und hiermit A$? durch die Bernoullischen Zahlen explizit auszudriicken. 
Schreibt man namlich das auftretende Bernoullische Polynom in der Form 


(vgl. (31)): 


SIE) l =< B, 
SA ge Sarai Day Bie! 
ie Boy 
ara hori 


so liefert eine gliedweise Integration: 
a 


xe” te 


-}- 


oe 1 


1 
By, 4'1 | (2 +1) (2kK42r+1) 


5 (3?) aye Bs, 
HEAL +52 1\27 J (2y—2r-+ 1) (2k-+ 2v—2r4 14h 

(k=0,.1,2;0 
(38) zeigt, daB diese (nach dem Satze positiven) Zahlen bei k—» co schneb 
gegen 0 streben, falls » einen beliebigen fixen Wert hat; da ferne 
lim €(2k) — 1 besteht, ist die Konvergenz unserer Reihenentwicklung (36 


k+>n 


offenbar sehr gut. Dieser Umstand, nebst dem anderen, dafi alle Glieder bi) 


v) 
Axe = 


sen PY Bete ldx— 
(50) 
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auf das erste dasselbe Vorzeichen haben, macht (36) zur numerischen Berech- 
nung von £(3), £(5), £(7),... geeignet. 
Es sei z. B. y== 1; digi ist nach me 


(1) 3 ‘Seed ~ FEED 2| GET F ear 
eae 2.) 
= 3 2k+3 k+2 7 Oke) }? 
d. h. 
5 7 3 11 
52 (pil 4 (rs) iis sy (2) le a 
( ) Ao 3 ? As ons the Ay 560’ Ay 16128 , Cur 


und dementsprechend besteht die Entwicklung: 


s : 5 sf fet EP 

(53) $(3) = ¢(2) etre =(2) + 566 3(4) + 16128 ° (6) + | 

mit 
Br (2) — 2" - q ee 

5 (2) = = 1,6449..., 8) =o == 10823. .., (6) = 4 = 1,0173... 

Die ausgeschriebenen vier ersten Glieder von (52) liefern 
£3), 2022.4.2; 

also eine Zahl, die von dem wahren Wert von £(3) (= 1,2020569 .. .)” nur 

an der vierten Dezimalstelle um einen Fehler < 3-10* abweicht. 


6. Endlich sei bemerkt, dak die Integraldarstellung (24) fiir die Euler- 
Sche Konstante eine noch einfachere Reihenentwicklung gestattet, und zwar 


x 


l “(Oho 
(54) v = log 2— = , (2k-+1)4" (2k +1), 


mit deren Hilfe man + bequem berechnen kann, falls €(3), (5), aple . schor 
angegeben sind. 
In der Tat, wenn man die Entwicklung (vgl. (32)) 


| sin tu XS i: ' base ae 
; —1)F Busi} —.— | (2201 ul<1 
(55) See ee Be 9 }( vil) (ju|< 


in (24) einsetzt, so entsteht infolge (35) 


1 
1 2 


7 tt (X> iG ¥. 
log 2—y = 2:1 {tg aid me (—1)' Bors | > | (2:ru)" du dt = 


Y vu 


17 Vegi. STIELTJES [1]. 
18 Vgl, Eurer [3], S. 45. 
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=e ies 


0 


Bis. 


HAS yr et 
=e ia fee 


u 


ae Atl C(2k+ 1) 
1 2k+1 Ps ; 


DaB man beidemal gliedweise integrieren durfte, ist leicht einzusehen. 
Im ersten Falle handelt es sich namlich um eine Potenzreihe, deren Konver- 


genzintervall die Strecke O=u = = enthalt. Was die zweite Reihe (in der 


Klammer) betrifft, so kommt man hierbei durch Einfiihrung der Bezeichnung 
1—t—2x zur Abschatzung (vgl. (40), (44)) 


t--1 
Bost () eqektl 


Boys 1(X) | geht 
(56) f—1 2k+1] 2 | x  \|\2k+1- 
U No sin2iax 1 2:1 
~ (Qk+1)2" | Qaax 2 < GERD S24) < Epa 


(= bs Ls ken 1 23): 


dies hat aber nach WEIERSTRASS zur Folge, da& die genannte Entwicklung, 
get 


und — wegen der Beschranktheit von ((—l)tg > in <0,1> — auch dieje- 


nige, 


0=t=1 gleichmabig konvergieren. 


(Eingegangen am 6. April 1953.) 
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O CBA3H MEXKIY TAMMA®YHKIIMEM UW TPHTOHOMETPHYECKUMM 
®YHKLUAAMU 


M. MUKOJIALL (Byganemr) 


(Pe3t0 Me) 
Ilycrh z — KOMMNeKCHad nepemMeHHan, Y(z) — xnorapudmMnyeckad nponsBoqHan 
tbynkunn F(z), 7 — KoHnCTaxTta Dianepa— Macxkepoun. 


B janbHeiuiem mpexpe BCero BbIBOAUTCH Ha OCHOBaHHH (5) H cpopmynbI IlapceBana 
HOBOe BbIpaxkenne (10) ana cbyHKunu Y(z), KOTOPpOe CTPOHTCA M3 TPHTOHOMeTPHYECKHX, 
(4 pallHOHanbHBIXx) tbyHKUMH HK — B MPOTHBOMOAODKHOCT U3BECTHbIM HMHTerpaibHbIM Mpej- 
CTapieHuimM — CnpapefnMBoO fA BCeX He WenbIX Z UH He COMePKUT HECOOCTBEHHBIX 
HHTerpaion. 

M3 MHOrOUNCHeHHbIX MPHMEHEHHK 3TOFO OCHOBHOFO pesyAbTaTa OTMETMM Clepyroulne: 

1. cnpaseganso (22), oTkyya ANA y MOnyyaeTcaA HOBOe BbIpaxenne (24) (no_uHTe- 
rpanbuan cpyHKUMA HeEOTPHLaTeAbHa IA BCeX PaCCMATPHBaeMbIX 3HayeHHA (f, U)) ; 

2. aa mH060r0 dbukKcHpOBaHHOrO NONOMKHTeNbHOrO N wu MHOOOrO He WeNOrO Z CnpaBey- 
aupa (popmyza (26), KOTOpy!0 MO*KHO C4UHTaTb jaune tes o6o06ujennem tpopmy. Ditnepa (34); 


1 
3. Ha OCHOBaHMH aTOK thopmynp ¢£(3) = eae 73° $6) = a sis Jee s+ MOFyT 6OyTb npez- 


CTaBeHbI B 3aMKHYTOM BHAe “epes COOTBETCTBYIOMLyI0O" HeYEeTHy1O cTeneHb OT 7% M MHO- 
rounen Bepxyiam neyérHoit crenenu (cm. (35)). 

Bsuny Toro, uto 0 y uw ¢(2¥-+-1) (v1, 2,...) MbI 0 CHX MOP 3HaeM O4CHb MAIO 
(He pewéH, HanpHMep, BOMPOC O PalMOHANbHOCTH MIM MPPal\HabHOCTH STHX yncen), paboTa 
BaHMMAeTCA ele CBABbIO UX MEY COOOM MU NpO6neMOM BLIPWKEHMA HX Yepes CyMMbI [(2”) 
(v =1,2,...), aBHOe BhIPaxeHHe KOTOPBIX uaBecTHO. B nyxKTe 5 WOKAaSbIBaeTCA, 4TO ¢(3), 
¢(5), ... MOryT ObITb BhIPAKeHbI 4Yepes CyMMbI runeprapMOHHYECKOrO PAMa C 4HCTO 4eTHBIMU 
NoKaszaTesAMM TPH palMOHaNbHbIX KOadipHuneHTax (cM. (36), (37), (38)); aHaMOrM4HAA CBASb 
MOET ObITh ycraHoBneHa Mexpy yu ¢(3), £(5),... C eusé Gonee MPOCTHIMH KoadppHuneHnTaMu 


(cm. (54)). 
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ON THE FUNCTIONAL EQUATION OF DISTRIBUTIVITY 


By 
MIKLOS HOSSZU (Miskolc) 
(Presented by A. Rényi). * 


§ 1. Introduction 


The function of two variables, F(x, y), will be called distributive. with 
respect to the function G(x, y) if the equation 


(1) -F[G(,y), z] = G[F (x, 2), FY, z)] 


holds. If we choose G(x, y)— F(x, y), then we get the functional equation of 
autodistributivity which was examined by C. RYLL-NARDZEWSKI’ in the ‘sym- 
metric case F(x, y)—F(y, x). He has united the autodistributivity and the 
symmetry into the equation 


Q) Fix, F(y, 2)] = FIF(s 9), F(z, 9] 


and has proved that the most general strictly monotonic and continuous 
solutions of (2) are the quasiarithmetic means 


Fean—t'|t4@+410) 


where f(t) is an arbitrary strictly monotonic and continuous function and 
f'() is its inverse function. Later B. KNASTER? gave an other proof by 
proving that all strictly monotonic and continuous functions F(x, y) satisfying 
the functional equation (2) are 

reflexive: F(x, x)= x; 

symmetric: F(x, y) = F(y, x); 

bisymmetric: F[F(x, y), F(u, v)]=F[F(, 4), FY, v)] 
and thus, by a previous theorem of J. ACZEL,* they are quasiarithmetic means. 

J. ACZEL* examined the functional equation of autodistributivity without 

supposing the symmetry of F(x, y). He proved that the most general strictly 


1 C. Ryti-Narpzewski, Sur les moyennes, Studia Mathematica, 11 (1949), pp. 31—37. 

2B. Knaster, Sur une équivalence pour les fonctions, Colloquium Mathematicum, 2 
(1949), pp. 1—4. 

3 J. Aczét, On mean values, Bull. Amer. Math. Soc., 54 (1948), pp. 392—400. 

4 J. Aczé., K teopum cpeqHux Benmunn (under press). 
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monotonic and twice differentiable solutions of the functional equation 
F[F(x, y), 2] = F[F(x, z), F(y, z)] 
are quasilinear means 
F(x, y) =f‘ Ax+(1—af(y)] 
where f(#) is an arbitrary strictly monotonic and twice differentiable function 
and 2 is an arbitrary constant different from 1 and 0. 


A. R. SCHWEITZER® has also treated the functional equation (1) in the 
special case where the functions F(x, y) and G(x, y) are of the form | 


f'fCO+F(y))- 
In this paper we solve equation (1) without any additional conditions 
apart from strict monotony and differentiability in second order. 
I am expressing my thanks to Professor J. ACZEL for having called my 
attention to this problem as well as for his valuable remarks. 


§ 2. The solution of the functional equation of distributivity 


THEOREM. All strictly monotonic and _ twice differentiable functions 
F(x, y), G(x, y) satisfying the functional equation 


(1) F[G(x, y), 2] = G[F(x, z), F(y, z)] 
can be written in the form 

(3) F(x, y= f '[fe(y+h()], 
(4) G(x y= f()+elfO—fO)]} 


where the strictly monotonic and twice differentiable functions f(t), g(t) += 0, h(t) 
are arbitrary and 

a) y(t) is an arbitrary (strictly monotonic and twice differentiable) func- 
tion if g(h=1; 

b) ¢(—)=—o) f- 2 =—i; 

c) P() = At A041] if |g(O|51. 

The theorem will be proved by showing that if F(x, y) satisfies (1) then 
there exists a function H(x, y) such that 


: 


(5) F(x. X) sx 
and 
(6) F[H(x, y), 2] = H[F(x, 2), F(y, 2)] 


and by reducing this equation to a functional-differential equation which has 
the solution (3). Finally, we get (4) as the distributive pair of F(x, y). 


° A. R. Schweitzer, Remarks on functional equation, Bull. Amer. Math. Soc., 21 
(1914), pp. 23—29. 
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1. The function H(x, y) satisfying (5) and (6) can be constructed as 
follows : 


(7) YO=Gtd, plH(x, y)]=G[A(x y), H(x, y)]= G(x, y). 


This (x,y) is reflexive: H(x,x)=w-[G(x,x)]}=x. On the other 
hand, if we choose in (1) y=x—= H(u, v) then we have 


F{ G[H(u, v), H(u, v)], z} = G{F[H(u, v), z], F[H(u, v), z]} 
i. e. [by (7)] 
F[G(u, x), 2] = w {F[H(u, v), z]}. 
If we compare this with 
(1) F[G(u, v), zZ] = G[F(u, z), F(v, 2)], 
then we get 
W{F[H(u, v), z]} = G[F(u, z), F(, z)]. 
But here [cf. (7)] 
G[F(u, z), F(, z)] = w{ A[F(u, z), Fy, 2z)]! 
holds; thus we have 
w{Fl[H(u, v), z]} = {HF (u, z), F(v, z)]} 
and this is equivalent to (6). | 
2. We shall prove that if the funttion F(x, y) satisfies the functional 
equation (6) with the additional condition (5), then F(x, y) must be of the 
form (3).° 
First we show that 


(8) H,(x, x) H,(x, x) =a (constant) 


* 


where the indices , and . denote the partial differential quotient with respect 
to the first resp. second variable. 
In order to prove (8) let us derive (6) with respect to x and y respec- 


tively : 
(9) F,[A(x, y), 2] Hix, y) = Ai[F(%, 2), FC, 2)] Gs 2), 
F,[H(x, y), 2] A,(x, y) = A [F(x, 2), F(y, z)] Fy, z) 

and devide the two equations thus obtained 

H,(x,y) _ H,[F(x, 2), FQ, 2) AiG, 2) 

H.(x,y)  AalF(x%, 2), FO,2) Fy.) ° 

If yx then 
Kz) lx, 
HED MRED real cman) 


6 This method of proof is due,to J. Aczét; see loc. cit. 4, esp. § 4. 
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holds. Further deriving (5) we have 
H, (x, X) + He(x, x) = 1 
and the latter equations obviously imply the validity of the equation (8). 
Hereafter we derive (9) with respect to y: 
Fy [H(x, y), 2] A, (x, y) A, (x, y) + F,[H(x, y) 2] Aiy2(x, y) a 
= H,,[F(x, z); F(y, Z)) Fi, Z) FAY 2). . 
If we put y—x then taking (5) and (8) into account we have 
Fy (x, 2) a+ F; (x, 2) Ais(x, x) = Hip [F (x, 2), F(x, z)] Fix, 2P; 
hence we obtain 


F(x, z) om | 


 HulF (x 2), F(x, 2), A(x 2) +a Ea =—— Hylx, a). 


Integration gives 
F (a, 2) x 
2 
ae | Ai,,(u, u) du + log F,(x, z) = —t | A,,(u, u) du + log g(2) 


Ug Mg 


or, what is the same, 


1 P (x, 2) 1 2 

- a J Hyg (u, w du =i f Ayo (ut, 0) die 
e Mo F,(x,zZ)==e€ - g(z). 
Integrating again we get 
F(z, *) = = i Hyg (ut, 1) du ey Hy (tt, v) du 
| fe dv= g(z) fe’ "o dv + A(z) 
% to 
and by denoting here 
: eh Hyo (ut, u) du 
t()= fe* dv 


‘we arrive at 

SIF (% 2)] = 82) F(x) +42) 
where f(t), g(t), A(t) are twice differentiable functions, g(t)--0 is a con- 
sequence of the strict monotony of F(x,y), and thus we have (3). 

3. We shall prove that if G(x, y) satisfies the functional equation (1) 
where F(x, y) is given by (3), then G(x, y) must have the sad (4). To prove 
this we put (3) into (1): 
f'NG (1 E@+h@}) = GIFU) Z@+AOLS LO) g@ +h@I}- 

By writing here the new variables x and y for f(x) and F(y), respecti- 
vely, further, by denoting 


(10) P(x, Y= G[F'(), fF (]}, 
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we get 
(11) P(x, Y) S(2) +A(2) = O[xg(z)+h(2), y g(2) +h]. 
Three cases are possible: 

l. go=1; 

2. g(t)=—1; 

3. |g(0)| = 1. 
, In the first case let us choose z for a given y so that h(z) = —y; then 
(12) P(x, y)=y+(x—y) 


where (t)—(¢,0). Clearly, this statisfies (11) with an arbitrary function 

et) if gQ=1. 
In the second case, let us choose z so that f(z)—y; then 

: BOY) == 9X), 

and putting this into (11) we see that 

: SPA TAZ) = —y+4@)—ex—y 

Bevhich is satisfied only if p(t) is odd: »(—t) = —¢(0), and (12) holds again. 
In the third case we prove that D(x, y) is reflexive: 


(13) D(t, )—=t. 

“a For, if zz, is a constant such that |g(z,)|=_1 and we choose 
: h h 

; yarn, 

: I—g(@)  1—g 

‘in (11), then from the equation 

4 Dy, Ygth= Py, 7) 

seus obtained we can express D(y, y): 

E A 

q Dy, od eee 

Z We are returning to the equation (11) but now 2 is arbitrary and 
a= x— Y: 


Pig @+h@,7E@+h@Ql= OY, NEO+@=7eOthO | 
and this shows the reflexivity of D(x,y) for any t(z)=yg(z)+A(z). We 
‘Temark that ¢(z)==c (constant), because ¢t(z)=c would imply that F(x, y)= 
=f [f(x g(y)+A(y)] would be constant for x =f '(y), in contradiction to 
‘the strict monotony of F(x, y). 

f If the values f(z) are forming a bounded set, then using the strict 
‘monotony and continuity we can verify the reflexivity also for the values of 


= v; Fach) where 7; = jim H(z) == lim a [yg(2) +A] and so on 


oa 


. (3) claieits to seek for the solution of (11) in the form 


(14) D(x, Y= + (x—Y) A(x, 9). 


y —«1i* 
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As the function ®(x, y), defined by (10), is differentiable and a fortiori 


continuous, therefore 
(x, y) aS = y = ( ( ) 


is continuous for x == y, and for xy, A(x, y) can be defined by 
AV; )) Ninth OSV) P,(y, Y) 


and hence it remains continuous here too. 
Putting (14) into (11), we have 


[y+ (x—y) A(x y)]8@) + A@= 
= yg(z)+h(z) +xe@)—ye)] Axe) + AQ), yE@) + h@)) 
from which with a suitable constant z— 2) we get 
(15) A(x, y) =A[gx+h, gy +A}, |g|=|e@)|= 1 


for all x+y, further by the continuity of A(x, y) also for xy. 
By a repeated application of (15) we arrive at 


— vn = n 
1, =a|erx En, ery Ea] (n=0,+ 1,+2;:00m 


Let n tend to ~ if |g|<1 resp. to —o~ if |g|> 1; then we see that 


h h 
A(x, y) ip Aa 


=f 


is a constant.’ 
Taking (14) into account, we have 
(16) D(x, Y) = y+A(x—y) =Ax+(1—A)y, 
and 2=+0,4=-1 follow from the strict monotony. 
The solutions (12) and (14) can be united into the form 
P(x, y= y+ 9(x—Y) 
where 
a) g(t) is arbitrary if g=1; : 
b) p(—)=— 9d) if soO=—1; 
c) p(t) =At [A= 0,4 1] if |g(f)| = 1. 
Finally, if we put our results in the definition (10) of ®(x,y), then we 
see that G(x, y) must be of the form (4). 
It might be observed that we have used the continuous differentiability of 


M(x, y) only in the point y=x=—— 


7 J. Aczé. has kindly called my attention to the fact that if we do not suppose the 
differentiability then there exist also more general solutions of (15). E. g. if g(Q=g+ +1 
is constant, then also 4 (x, y) = [log |x—y|] with an arbitrary periodic x (f) = x [t+ log |g|] 
satisfies (15). 
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4. We must still verify that the functions of the forms (3), (4) with the 
restrictions (a), (b), (c) actually satisfy the equation (1). We put (3) and (4) 
into (1); then we have 

FCA) + oF} 2@) +42) = 
=f {0 2@+4@)+ GlfWeO—My) g@). 
If g(z)=1, then this equation holds for every 9(f). 
If g(z)=— 1, then the oddness (b) of (ft) gives 
—FfO)—fF(Y)1 = GIF) +/()] 

which secures the validity of our equation. 

If |g(z)|==1, then y(t)—<At again reduces the required equation 


gf] 8@ = IFM2@—fY) g@] 


to an identity. 
This completes the proof of our theorem. 


§ 3. Remarks 


1. Together with F(x, y) and G(x,y) also every pair of functions 
F(x, y= @*{ Fle(x), PCY), 
G(x, y) = @*{ G[e(x), e(y)]} 
‘satisfies the equation (1). This can be verified immediately. 

2. We also remark that the solution contains the pair of functions xy, 
x+y, resp xy, x’, although xy resp. x” is not strictly monotonic for x —O or 
m0. E. g. if 

fO=AO=logt, gsO=1, eO=log e+), 
then (3) and (4) become 
F(x, y) = elertlony — xy, 
G(x, y) — glog y+log (clog x—log ¥41) __ elog (x+y) — x+y. 


Further, with «(t)=logt, (=, 
F(x, y) = @{F[a(x), B(y) J} = er? = x", 
G,(x, y) = @1{G[a(x), e(y)]} = ererey = xy. 
3. If the function. F(x, y) satisfies the functional equation 
F[G(x, y), 2] = K[F(% 2), FY, 2)] 
where the functions are strictly monotonic .and twice differentiable, then 
F(x, y) must be of the form 
F(x, y) =k (f(x) 8() + h(9)]- 
The proof is similar to that of (3). 
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The functions of this form (and only these) can be represented by 
nomograms with two straight scales and one curve.® : 

4. If the strictly monotonic and twice differentiable functions F(x, y), 
G(x, y) are distributive on both sides, that is, they satisfy the functional 
equation (1) and ; 
(1’) F[z, G(x, y)] = GIF x), F@ YI), 
then either 

G(x, y) is reflexive: G(x, x) =x 
or 
F(x, y) is associative : F[F(x, y), 2] = F[x, F(y, Z)]- 

In fact, our theorem shows that if g(f)4=1 then y(0)—0 and G(x, y) 
is reflexive. 

If, on the other hand, g(f}=1, then F(x, y) has the form 

F(x, y) =f '[f(@) + (9). 
From (1’) we get similarly 
F(x, =f. C+) 
thus 
F'U@+ AOSTA +L) 
or, what is the same, 
AUP +I AL OAL OI 

holds if G(x, x) == x. 

This can be reduced to the functional equation” 

Ai(x+y) =A) +4) ; 
and hence 
A(t)=f+C 

follows easily. Therefore 
F(x, y) =f [Tf +f0)+C] 


is in fact associative : 


FLF(x, ), 2) = FIX FQ, =f TF) +0) +4) + 2C)- 


(Received 8 April 1953) 


8 The problem of characterisation of these functions by a functional equation wa 
raised by J. Aczét in a lecture. 
” H. W. Pexiper, Monatshefte fiir Math. u. Phys., 14 (1903), p. 293. 
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O ®YHKUMOHAJIbBHOM YPABHEHUM JIMCTPUBYTUBHOCTY 
M. TOCCY (Mumxoanpy) 


(Pe3 0 Me) 


Pa6ota copepsxuT pewieHue tbyHKUMOHaNbHOrO ypaBHenna 
F[G(x, y), z] = G[F(x, 2), F(y, z)] (ypapHenue pzuctpu6ytupnocTn) 
Np yCNOBMAX CTPOrOH MOHOTOHHOCTH MH ABOMHOM AMddpepenuNpyemocTn B BAe 


F(x, =f" [f@eO) +201, 

G(x, W=f-{F0) + PLF@)—FO)I}, 
rye 
3 FS (i, g(Q = 0, A(f) aro6pie crporo MOHOTOHHEIEe HK ABAKAbI AUdpepenunpyemble sPyHkKuyHH; 
g (f) n106as (cCTporo MOHOTOHHAS, ABaxKAbI AAddepesunpyeman) dyHKunsa, ecru g(t) =1; 

e(—)=—¢), ecm g()=—1; 
p(t) =At (240,241), ecm |g()| +1. 

Tipo6nema Bo3sHnKna Kak O606ujeHHe dbyHKUMOHaMbHOrO ypaBHeHns, F[ F(x, y), Z] = 
= F[F(x, z), F(y, z)] (ypapnenne aprosuctpu6yTuBHoctTH), KoTOpoe uccnefopan A. Awe a. 
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By 
L. FUCHS (Budapest), A. KERTESZ and T. SZELE (Debrecen) 
(Presented by L. Réve1) 


§ 1. Introduction 


For a given group G we denote by S(G) and F(G) the manifold of 
all subgroups resp. the manifold of all factorgroups (or, what is the same, 
of all homomorphic images) of G. Both S(G) and F(G) are considered as 
systems of pairwise non-isomorphic abstract groups. If for two groups G, H 
the manifold S(G) coincides with F(H), then we say that the groups G and 
H are S—F-dual. In case F(G)-=S(H) the groups G and H will be called 
F—S-dual. lf G and H are at the same time both S—F-dual and F—S- 
dual, then they are said to be dual groups. 

An example of a pair of dual groups G and H is given by 


G=2C(p’), H=C(p)+G 


where G is a direct sum of a countable infinite number of copies of C(p’), 
C(p”) denoting the cyclic group of order p” with a prime p. These groups G 
and H are not isomorphic. If two dual groups G and H are isomorphic or 
(what is essentially the same) if G—H, then we call the group G selfdual. 
Thus a group G is selfdual if and only if the manifold S(G) coincides with 
F(G). In this case the manifold S(G)= F(G) is called the standard manifold 
of the group G. 
Several problems arise in connection with this special kind of duality: 
Given G, whether there exists a group which is S—F-dual resp. F—S-dual to 
G? If so, to determine all such groups. Other problems are to determine all 
groups G which have a dual pair, to determine all selfdual and all pairs of 
dual groups. 

The present paper is devoted to the discussion of these questions: for 
countable abelian groups.’ Our results are contained in Theorems 1, 2 and 3. 


1 It is easy to give an example for a selfdual non-commutative group: if p is an 
odd prime, then the non-commutative group of order p? all of whose elements are of 
Order p is easily seen to be selfdual. (This group may be defined by the generators a, b,c 
connected by the defining relations 

a’ = b? =c’=1, a 'b-'ab=c, ac=ca, be=cb) 
Let us also mention that we have observed — without having laid stress on describing 


aa 
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§ 2. Preliminaries 


In what follows, by a group we shall always mean an additively written 
abelian group with more than one element. Groups will be denoted by Latin 
capital letters and their elements by x, a, 06,c. The other small Latin letters 
are reserved for rational integers, in particular p for prime numbers. The 
subgroup generated by the elements a,6,... of a group is denoted by 
(a,b,...}. A group every element of which is of finite order is called a 
torsion group. In the contrary case, namely if every element 4-0 of a group 
is of infinite order, the group is said to be forsion free. A group which is 
neither a torsion group nor torsion free will be called a mixed group. A 
torsion group is the direct sum of its uniquely determined primary components, 
the latter being p-groups, i. e., groups every element of which is of p-power 
order. A torsion group 7 is said to be a bounded group if it has an element 
of maximal order; in the contrary case 7 is an unbounded torsion group. 
We denote by A+B the direct sum of the groups A, B. By 

> D resp. a > D 
we understand the direct sum of a finite number a resp. of a countable infinite 
number of isomorphic copies of a group D. The additive group of all rational 
numbers will be denoted by R, and C will denote the group R taken modulo 
1, i.e., C is the group of all rotations of finite order of the circle. We denote 
the p-primary component of C by C(p%), while C(r) denotes the cyclic 
group of order r (1 =r=o). 

By a well-known theorem (see e.g. [3])” every (finite or) countable 
abelian p-group is isomorphic to a subgroup of the group 


= C(p*), 


and every (finite or) countable abelian group is somorpii to a Shbecaa 
of the group 


7 


2 (C+R). 


Let P, be an arbitrary p-group. Then the union of all subgroups in P, which 
are direct sums of groups C(p%) is itself a direct sum of groups C(p*) and 


the finite selfdual groups — that a selfdual finite group is necessarily nilpotent. In fact, if 
G is a finite selfdual group, then each Sylow-subgroup S, of G must be a homomorphic 
image of G, G/N,~ S, where all Sylow-groups S, of G with q + p are contained in Ne 

A glance at the order ‘ot the meet of all N, with g + p leads us to the conclusion that 
this meet is equal to S,. Thus S, is a normal subgroup of G for each p, whence G is 
the direct sum of its Sylow-subgroups, in other words, G is nilpotent. This simple obser- 
vation reduces the problem of determining all finite selfdual groups to the case of p-groups. 

* The numbers in brackets refer to the Bibliography at the end of this paper. 
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so a representation 
Py= S'C(p*) +B, 


holds (since 2 C( pe) is, by a well-known theorem of Baer [1], a direct 
summand of every containing abelian group), where B, is a reduced p-group, 
1. €., a p-group containing no subgroup of type C(p”%). 

The maximal number of linearly independent elements of infinite order 
in a group is called the torsion free rank of the group. 

We shall denote the power of a group G by |G). 


§ 3. The countable abelian selfdual groups 


All countable abelian selfdual groups are enumerated in the following 


THEOREM 1. I. A torsion free abelian group is never selfdual. 
Il. Among the countable abelian p-groups exactly those are selfdual 
which may be represented in the form 


(1) | Fo= 2 C(p™) (=m sm<~) 
(the case of bounded groups), or in the form 
(2) Pp 2 C(p”) +B, 


(the case of unbounded groups), where B, is an arbitrary countable unbounded 
reduced p-group. 

Ill. Among the countable abelian torsion groups exactly those are self- 
dual every primary component of which is a group (1) or (2). 

IV. Among the countable abelian mixed groups exactly those are selfdual 
which may be represented in the form 


B) Di C(o) di Po 


pa prime 
(the case of finite torsion free rank) where n is an arbitrary natural number, 
P, is an arbitrary p-group of type (2), and the summation in the second term 
is extended over all primes p, or in the form. 


(4) U+ 2 (C+R+C(~)) 


(the case of infinite torsion free rank) where U is an arbitrary countable 
abelian group. 

Remarks. A finite abelian group is obviously always selfdual. This case 
is covered by statements II, III in the above theorem. — The standard 
manifold of the group P, in (1) consists of all bounded abelian p-groups Hi for 
which the powers |p*H| do not exceed the corrresponding powers |p*P,| for 
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k=0,1,.... — The standard manifold of (2) consists of all countable 
abelian p-groups. — The standard manifold of (3) consists of all abelian 
groups which are direct sums of an arbitrary countable abelian torsion group 
and of the direct sum of at most n infinite cyclic groups. — The standard 
manifold of (4) consists of all countable abelian groups. 


PROOF OF THEOREM 1. Only statements II and IV require a proof. | 
First we prove statement II. Since a bounded abelian p-group is a direct 
sum of cyclic groups of bounded order and such a group is obviously self- 
dual, we can restrict ourselves to the investigation of the unbounded countable 
p-groups. — 

We show that the group (2) is selfdual. Since every countable abelian 
p-group is a subgroup of 

= C(p*), 
it is sufficient to prove that every countable abelian p-group is a homo- 
morphic image of an arbitrary countable unbounded reduced group B,. This 
follows immediately if we can show that B, has a homomorphic image 
B, such that B, is unbounded and B, is a direct sum of cyclic groups. \n 
order to verify this, let us form the cross-cut (i. e. common part) D of all 
groups B,, pB,, p’Bp,..., p"B,,.... Now we show that the group B,/D—B, 
has the required properties. As a matter of fact, since B, is an unbounded 
reduced group, p’*!B, is a proper subgroup of p"B, for each n. Hence 
B,/D is an unbounded p-group. On the other hand, the group B,/D=B, 
contains no elements ++ 0 of infinite height; for if 6—D-+6 is an element 
(= coset) of infinite height of B,, then the congruence p"x=6 (mod D) has 
a solution x€B, for any natural number n, which implies b€p"B,, i.e. b€D, 
b=0. Thus, by a fundamental theorem of PRUFER [2], By (as a countable 
abelian p-group without elements =- 0 of infinite height) is a direct sum of cyclic 
groups. This completes the proof of our assertion that (2) is a selfdual group. 

Now, let us assume, conversely, that P, is a countable unbounded 
abelian selfdual group. We have to show that in this case the representation 
(2) holds. By forming in P, the union A of all subgroups which are direct 
sums of groups C(p”), we get a representation 


(5): P,=A+B, 
where 
(6) A= 2 C(p") 


and B, is a reduced p-group. We must still show that the S on the right-hand 
side of (6) has an infinity of terms, and that in (5) By is an unbounded 
group. We begin with the proof of the second assertion. Assume the contrary, 
i.e., that 


(1 mes sno 
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for a suitable natural number m. Then we have by (5) and (6) 
(8) yet PS = peta age AY 
On the other hand, P, (as an unbounded gtoup) has a subgroup C(p™*!) 


which is, by the selfdual property of P,, at the same time a homomorphic 
image of P,: 


(9) P,/K = C(p™) 
But then 
(10) p™! P,S Ve 


Hence, by (5), (8), (10) and (9), we have 

By = P,/A = P,/p™ P, ~~ P,[K = C(p™) 
which contradicts (7). This contradiction proves that B, is an unbounded 
reduced countable abelian p-group. Then, however, as we have seen in the 
preceding paragraph, every countable abelian p-group U is a homomorphic 
image of B,, and consequently, a subgroup of P,. Since this holds, in parti- 
cular, for the group 


ve >, C(p%), 


A must have in the representation (6) an infinity of terms C(p*). This 
‘completes the proof of statement II in the theorem. 

Now we are going to prove statement IV in our theorem. It is obvious 
that the groups (3) and (4) are selfdual. This follows immediately from the 
fact that an arbitrary countable abelian group is isomorphic to a subgroup 
of (4), and, on the other hand, it is a homomorphic image of 


2 C(e), 


j. e., a fortiori of (4); furthermore, any subgroup of (3) is isomorphic to a 
direct sum of an arbitrary countable abelian torsion group and of the direct 
sum of at most n infinite cyclic groups, and exactly these groups exhaust all 
-homomorphic images of (3). 

Let us suppose, conversely, that G is an arbitrary countable abelian 
-selfdual mixed group. First we consider the case in which the torsion free 
rank n of G is finite. We show that then G is a group of type (3). Let 
Q,,...,a, be a maximal independent system of elements of infinite order in 
_G. These elements generate a subgroup S of G which is the direct sum of 
n infinite cyclic groups. Since S is, at the same time, a homomorphic image 
of G, we have the representation 


(11) G= {ai} + --+{ a} + T= 2 Clo) +T 
where aj. is an inverse image of a, under a fixed homomorphism G ~ S, and 


T is the kernel of this homomorphism. From the fact that the torsion free 
rank of G is n, we infer by (11) that 7 is a torsion group. 
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Let p be an arbitrary prime number and P, the p-primary component — 
of T. Since G has obviously a homomorphic image C(co)/pC(c) = C(p), 
the group P, cannot be =0. We consider the representation of P, in the 
form (5), (6) with a reduced p-group B,, and we show that B, is an un- 
bounded group. As a matter of fact, if A in (5) and (6) contains but a finite ~ 
number of direct summands C(p%), then the validity of our assertion follows 
from the fact that G has a homomorphic image of the form C(ce)/p*C(co) + A = 
C(p")+A (see (11)) where & is an arbitrarily large natural number. Namely . 
P, must have also a subgroup C(p*)+ A, and so we infer from the fini-— 
teness of the members C(p%) in (6) that B, is an unbounded group. — Qn- 
the other hand, if A has an infinity of direct summands C(p”%), then A con- 
tains an isomorphic copy of any countable abelian p-group as a subgroup. 
Consequently, any countable abelian p-group is a homomorphic image of G, 
i.e., also of 


(12) 2 C(o0) + Pp = 2 Cle) + A+ Bp 


(see (11), (5), (6)). This, however, is impossible if B, is bounded, since 
then every homomorphic image of (12) which is a p-group wotfld be a direct 
sum of a group 


 C(p*) 

and of a bounded group. Thus we have shown that the subgroup B, of Py 
in (5) is an unbounded reduced group. Then, however, as we have seen 
above, every countable abelian p-group is a homomorphic image of B,, and 
consequently, a subgroup of P,. Hence A in (6) must have an infinity of direct 
summands C(p”). Thus we have obtained that P, is a group of type (2) 
which completes the present part of the proof. 

Let G be, finally, an arbitrary countable abelian selfdual mixed group 
the torsion free rank of which is infinite. Then there exists an infinity of 
linearly independent elements of infinite order in G, and we get as before 


(13) G= >) C(~)+M. 
Since every countable abelian group is a homomorphic image of 
& C(e) 


and so, a fortiori, of G, we see that G contains an isomorphic copy of any 
countable abelian group as a subgroup. Thus G has a subgroup 


(14) L= 2 (C+R) 


which must be contained even in the subgroup’ M of G. This follows from 
the fact that an arbitrary element of Z is divisible by each natural number, 
while, by (13), no element of G not contained in M possesses this property. 
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On the other hand, L being a direct summand_ of any containing abelian 
group [1], we have 


(15) M==1+4 U. 


The representations (13), (15) and (14) show that G is a group (4) which 
completes the proof of our Theorem 1. 


§ 4. The countable abelian dual groups 


The following lemma, together with Theorem 1, will enable us to get 
a full oversight on all pairs of countable dual groups. 


: LEMMA. Two arbitrary groups G and H are dual to each other if and 
only if they are selfdual and have the same standard manifold. 


The sufficiency of the stated condition is trivial, while its necessity will 
follow at once if we shall have established that the duality of G and H 
implies S(G) = S(#7). In order to verify the last equality, observe that G is 
a homomorphic image of itself and hence, by hypothesis, is isomorphic to a 
subgroup of H. Consequently, each subgroup of G is isomorphic to some 
subgroup of H, and conversely, q. e. d. 

Now we formulate: 


THEOREM 2. Two countable abelian groups G and H are dual if and 
only if both of them are either p-groups, torsion groups or mixed groups, 
and besides : 

(i) (the case of p-groups) they are bounded and |\p*G|—=|p*H| holds 
for k—0,1,2,..., or they are of the form 


(16) G=G,=DC(p*)+B,, H=H,= D'C(p*)+ Dp 


where B, and D, are arbitrary countable unbounded reduced p-groups ; 
(ii) (the case of torsion groups) their p-primary components are dual for 


all primes p; 
(iii) (the case of mixed groups) they are of the form 


G= ZC) + pa G), H = 3)C(2)+ Dis A, 


: p a pri 
where G, and Hy, are groups having the form (16), or are of the form 


: G=U+D(C+R+C(~), H=V+R(C+R+C(~)) 


where U and V are arbitrary countable abelian groups.* 


8 Jt seems to be of some interest to note that all countable unbounded selfdual 
p-groups as well as all countable selfdual mixed groups of infinite torsion free rank are 
dual to each other. 
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Let us also mention the following corollary solving the problem as to 
which are the groups G with a dual pair. 


Corotiary. A group G has a dual pair if and only if it is selfdual; 
H is a dual pair of G if and only if it is also selfdual with the same standard 
manifold. 


§ 5. The countable F—S-dual groups 


The final problem with which we are concerned here is the characteri- 
zation of all pairs of countable F—S-dual groups (and hence S—F-dual 
groups). Our result is the following 


THEOREM 3. I. /f G and H are F—S-dual, then H is never torsion free; 
G and H are both p-groups, torsion groups or mixed groups, or else G is 
torsion free and H mixed. 

Il. The countable p-groups G, and H, are F—S-dual if and only if 
they are either bounded dual groups or are of the form 


(17) G,= 2'C(p")+ Bp, Hy = 2C(p*)+D, 


where B, is a countable unbounded reduced p-group and D, is an arbitrary 
countable p-group (the sum on the right member of (17,) contains a finite 
or a countable number of terms, eventually it may vanish). 

Ill. The torsion groups G and H are F—S-dual if and only if all of 
their primary components G, and H, are F—S-dual. 

IV. The countable mixed groups G and H are F—S-dual if and only if 
they have either the form 
(18) G=QC(m)+ B Gr, H= DClo)+ Di) Hp 

n p a prime n p a prime 
where n is any natural integer and for each p, the groups G, and H, are 
—S-dual p-groups of type (17); or have the form 


(19) G=U+2C(~), H=V+ > (R+C) 
where U and V are arbitrary countable abelian groups. 


The sufficiency of the conditions enumerated in this theorem follows 
immediately if we take into account that each (finite or) countable p-group 
resp. each (finite or) countable group is a homomorhic image of an arbitrary 
countable unbounded reduced p-group resp. of the group 2C( 2 oo), and is 


a subgroup of the group = C(p*) resp. of 2 (R+ C). 


The proof of the necessity of I and Ill may clearly be omitted. Next 
let us suppose that G, and H, are two countable F—S-dual p-groups. We 
decompose G, in the form 


G, = A+B,= > C(p”)+B, 
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where A denotes the union of all subgroups of G, which are direct sums of 
groups C(p”). If A=-0, then B, is not bounded, for if p"B,=-0, then A 
being a homomorphic image of G,H contains a subgroup isomorphic to A, 
hence also one isomorphic to C(p™*!), and the same inference as that used 
in the proof of Theorem 1 ieads us to a contradiction. Therefore, either B, 
is bounded and then G,—B, is a bounded group implying the first alter- 
native mentioned in Il, or B, is an unbounded reduced p-group and so it 
has a factorgroup isomorphic to >'C(p”). In the latter case, by hypothesis, 


H,, must have the form (17.). 

. Turning our attention to mixed groups, we first consider the case in 
which G has a finite torsion free rank n. Then H is of the same torsion free 
rank. Indeed, that the torsion free rank of H can not exceed n needs no 
verification, and since H must have a subgroup isomorphic to G/T (T is the 
torsion subgroup of G), it follows that the rank in question is exactly 7. 
Defining the subgroup S of H as in § 3 before (11), we conclude that G 
has the form (11). Let W denote the torsion subgroup of H; hypothesis 
implies that G is homomorphic to H and hence to H/W. This factorgroup being 
a torsion free group of rank n, by (11) we obtain 


H/W = G/T > C(~) 


whence : 
H= > C(~)+W= X4+ W. 


The torsion subgroups 7 and W must be F—S-dual, for each homomorphic 
‘image of 7 is that of G and therefore it may be imbedded isomorphically 
in H and hence in W; on the other hand, if K is a subgroup of W, then 
X+K is a subgroup of H and so a homomorphic image of G. A homo- 
morphism G~X-+K preserves torsion free rank, consequently, the inverse 
‘image of K is just 7, as desired. That all p-primary components of W are 
unbounded follows from the fact that C(c°)/p*C(cec) is a homomorphic image 
of G, for each natural k. 

Finally, the case when G has an infinite torsion free.rank is settled at 
‘once, considering that, by the same argument as that used in the case of 
finite torsion free rank, we arrive at the decomposition (19,). But then G has 
a homomorphic image > (R+C) which must be a subgroup and therefore also 

a 


a direct summand of H. The proof of Theorem 3 is thus completed. 


(Received 30 June 1953) 
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OB OJHOM CNELMAJbHOM BUJE JIBOMCTBEHHOCTH 
B TEOPHM IPYIIIl. | 


JI. PYKC (Byganewt), A. KEPTEC un T. CEJIE (Jle6peuen) 


(Pe3 Me) 


Tpynnst G u H naspiparotca apropama S—F-pBOWCTBeHHBIMH, eCIH MHOrOOOpasHe 
Bcex noarpynn G — paccMatpwpaemoe Kak MHOKECTBO aOCTPakTHbIX rpynn — coBnayaeT — 
C MHOroo6pasuem sBcex q@axToprpynn ot H. Tpynna G HaabipaeTcA CaMOABOMCTBEHHON, 
ecnu ona S—F-ppouicrBenna camo cede. B nactoamei pabore paeTcA aBHOe OnpemenenHe ~ 
BCX CYETHbIX CAMOABOMCTBEHHBIX aOeneBbIxX rpynn. — Tlonyyaetca cnepyrouMi pesynbTatT: 

[pynna 6e3 KpyyeHuaA He MOKET ObITh CAMOABOKCTBEHHOM. — Bce caMOABOHCTBEHHBIC 
p-rpynne sajaiorca rpynnamu (1) u (2), rae C(r) o3HayaeT UMKAMYeCKyHO rpynny mopsyKa — 
r (l1Srsoo), C(p”) Oynyun rpynnow Iprodepa tuna (p™); B npasow actu (2) cTonT 
npaAmMad CyMMa C4eTHOrO MHOMKeCTBa rpynn, a B, ectb 106an CueTHaA p-rpynna, He COpep- 


«Kaulad aeMeHTa HaWOonbulero nmOpsgKa wu nop”rpynnst tuna C(p~). — [lpoussonbuaa 
nepHomuyeckad rpynna ARIA2TCA CAMOABOMCTBEHHOM TOra HK TOAbKO Tora, CCAM BCAKHH ee — 
p-TipuMapHbId KOMMOHeHT mpepctasadeT coG6o rpynny tuna (1) nan (2). — Hakone u3 


CMeWAaHHBIX rpyll Te M TOAbKO TE ABIAWTCA CAMO{BOHCTBEHHBIMH, KOTOPBIe ONyCKaWT 
npeactraprenue Bufa (3) unin (4). B (3) crouT mpamaa CyMMa KOHE4HOrO 4HCIa GECKOHEYHBIX — 
UAKIMYeCKHX Fpynn, BTOpad «Ke CYMMALLMA PacnpocrpanseTca Ha BCe nMpocTBIe 4uCca, a 
P, OOosHayaeT nponsBonbHyto rpynny (2). B rpynne (4) R ecrs affuTuBHaa rpynna 
CeXB Pal\MOHAIbHbIX 4ucen, C —rpynna R saaraa mod 1, a U — npoussonbuan cyeTHaa 
a6enesa rpynna. 

Kpome Toro apropsi 4aoT NoOnHOe ONMCaHMe KNACca nap CyeTHBIX aGeneBEIx rpynn 
S—F-ppoiucTBenHbix Mexkjly COGOi H Nap rpynn, opHa us KOTOpEIx S—F-jBOiiCTReHHA Apyroi. 


GYULA SZOKEFALVI-NAGY 


1887—1953 


C’est avec tristesse que nous faisons savoir la disparition d’un des 
membres du Comité de rédaction de nos Acta, le Professeur GYULA (JULIUS) 
SZOKEFALVI-NAGY, membre de |’Académie des Sciences de Hongrie, mort le 
14 octobre 1953 a Szeged. Il y a exercé comme professeur 4 la Faculté 
jusqu’au dernier jour, quoique fortement géné pendant les derniéres années 
de sa vie par son état de santé. Ses travaux mathématiques concernent 
principalement la géométrie algébrique, notamment la géométrie d’ordre fini 
de Juel, puis la répartition des zéros de polynomes et la théorie des construc- 
tions géométriques. Sur ce dernier sujet il a écrit une monographie en hongrois. 
C’était un travailleur enthousiaste, toujours entrainé par sa passion pour la 
science. 
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SUR LA SOMMABILITE DES SERIES ORTHOGONALES 


Par 
GEORGES ALEXITS (Budapest), membre de l’Académie 


Introduction 


Soit {n(x} un systéme (non nécessairement complet) de fonctions 
orthogonales et normées dans I’intervalle fini (a, 6). Désignons par 


& —k+ | 
(a) ry “ n—k 
On (x) => 2, ‘cor 7 ‘ CK@Px (x) 
n 
la n-iéme moyenne (C, @) de la série orthogonale 
(1) CoPo(X) +1 1(X) + ++ + enGn(x)+--- 


dont les coefficients c),c,,... sont des nombres complexes arbitraires. Désig- 
nons ensuite par 


KD=S9,09,0),  KG0= 1 TKO 


les noyaux appartenants aux méthodes de sommation (C, 0) et (C, 1). Les fonc- 
tions de Lebesgue correspondantes sont . 


b b 
Lix=||Ktxoidt, — LOX) =] [KOE oI at. 


Il est connu que les fonctions de Lebesgue LOG) jouent un grand role 
dans la théorie de la sommation (C, 1). En effet, S. KACZMARz' a démontré 
que, si la série (1) est le développement d’une fonction f¢€L’, alors la condi- 
tion L® (x) SC _ pour n=O0,1,... et x€E entraine la sommabilité (C, 1) de 
la série (1) sur E presque partout. Or on ne sait, s’il n’est pas suffisant 
que seulement certaines suites partielles {L,,(x)} convenablement choisies 
des fonctions de Lebesgue appartenantes’ 4 la sommation (C, 0) soient uni- 
formément bornées pour assurer la sommabilité d’ordre (C,@>0) de la série 


(1). Nous démontrerons a ce sujet le. 


1S. Kaczmarz, Sur la convergence et la sommabilité des développements orthogo- 
naux, Studia Mathematica, 1 (1929), p. 87—121. — 
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THEOREME 1. Si les fonctions de Lebesgue Lyn(x) d’ordre 2” sont uni- 
formément bornées sur un ensemble E et la condition 


(2) > len|"< 20 


est satisfaite, alors la série (1) est pour tout «>O sommable (C,«) sur 
l'ensemble E presque partout. 

Ce théoréme donne lieu a des applications concernant la sommabilité 
de diverses séries orthogonales qui généralisent la série de WALSH.’ Les 
fonctions orthogonales dont on forme les termes de ces séries s’obtiennent 
comme produits des fonctions de certains systémes lacunaires, elles représen- 
tent donc en effet des généralisations du systeme de WALSH. On en déduit 
aisément une généralisation de la série de HAAR*® avec les mémes propriétés 
de sommabilité comme les séries généralisées de WALSH. 

Quant a I|’influence de l’ordre de grandeur des fonctions L(x) sur la 
‘sommabilité des séries orthogonales, nous démontrerons le théoréme men- 
tionné de KACZMARZ dans la forme suivante : 


THEOREME 4. Si les fonctions de Lebesgue L° (x) sont uniformément 
bornées sur un ensemble E et la condition (2) est aussi satisfaite, alors la 
série (1) est pour tout «>0 sommable (C, @) sur E presque partout. 

La démonstration de ce théoreme contient une solution d’une question 
posée par F. Riesz‘ qui a proposé la tache de démontrer la sommabilité 
(C, 1) presque partout de la série de Fourier a coefficients satisfaisants a la 
condition (2) par des méthodes de la théorie des séries, sans faire appel a 
la fonction f(x) elle-méme dont la série est le développement de Fourier. La 
réponse a la question posée par F. Riesz est contenue dans la démonstration 
du théoréme 4. 

En ce qui concerne la méthode de nos démonstrations, elle n’est pas 
neuve; une partie de l’idée principale remonte jusqu’A JEROSCH et WEYL;°® 
elle était ensuite considérablement approfondie et complétée par KOLGOMOROV, 
SELIVERSTOV® et PLESSNER’ dont le procédé d’évaluation des sommes parti- 

2 J. L. Watsn, A closed set of normal orthogonal functions, American Journal of 
Mathematics, 55 (1923), p. 5—24. 


8 A. Haar, Zur Theorie der orthogonaien Funktionensysteme, Thése (Géttingen, 1909), 
p. 37—48. 

4 F. Riesz, Les ensembles de mesure nulle et leur rdle dans l’analyse, Comptes 
Rendus du Premier Congrés des Mathématiciens Hongrois (Budapest, 1952), p. 249. 

5 F, Jeroscu—H. Wevt, Uber die Konvergenz von Reihen, die nach periodischen 
Funktionen fortschreiten, Mathematische Annalen, 64 (1909), p. 67—80. 

6 A. Ko-mocororr—G. Sexiverstorr, Sur la convergence des séries de Fourier, Comptes 
Rendus Acad. Sci. Paris, 178 (1925), p. 303—305 et Rendiconti Acad. Lincei Roma, 3 (1926), 
p. 307—310. 


7 A. Piessner, Uber Konvergenz von trigonometrischen Reihen, Journal f. reine u. 
angew. Mathematik, 155 (1925), p. 15—25. 
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elles de la série de Fourier a été adapté par KACzMARz' a l’évaluation des 
moyennes arithmétiques des séries orthogonales générales. Nos démonstrations 
suivent exactement les mémes ordres d’idées, mais elles contiennent plusieures 
simplifications; a cause de cela, il nous semblait étre plus convenable 
d’exposer les démonstrations in extenso que les interrompre par l’indication 


du lieu ot se trouve |’un ou l’autre détail de la démonstration et de laisser 
ces détails aux soins du lecteur. 


Démonstration du théoréme 1 


Nous montrons d’abord que, n, étant une fonction mesurable qui ne 
prend que les valeurs 0,1,...,2, les intégrales de la forme 
b 


1,=|| [ Kyne(t, x)dx) dt 


a 


sont uniformément bornées. On a évidemment 


b 
(3) In =|] | Kyne(t, x) Kyo, (t, pdt dx dy. 
EEa 


Vu que les fonctions ¢,(t) sont orthogonales et normées, il s’ensuit, en désig- 
nant par n., la plus petite des valeurs n, et n,: 


if Kynz(t, X)Kyy,(t, y)at | = | Kn y(%, Y)| S| Kons (% Y)| + | Kony Y)|- 
D’aprés ’hypothése, on a pour tout x€E 
b 
Lyn. (X) a Kyn.(X, ) | dy=C. 
Il s’ensuit donc en vertu de (3): 
(4) = | } [Kyelx, y)|dxdy +I Kyy,(x,y)|dxdy <=2C\E| 


ou |E| désigne la mesure de l’ensemble E; ce qui était justement notre asser- 
tion concernant l’ordre de grandeur des intégrales /,. 

Remarquons maintenant qu’en profitant de la condition (2), on peut 
aisément construire une suite {4,} de nombres positifs tels que 


(5) A= 2c, An < 00 


ou {An} est une suite convexe tendant vers zéro. Désignons par s},(x) la 
n-ieme somme partielle de la série > CndnGn(X) et soit n, le plus petit 
indice pour lequel 
Son, (X) = Max 5,, (x). 
vSn 
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La suite {s*,,(x)} étant non-décroissante, elle a une fonction-limite s*(x) et 
on a évidemment 


(6) s*(x) S35) (a=0, 1,2). 
Mais on obtient d’aprés (4) et (5): 


b 
Syue(x)dX = | | Son(t)Kyn.(t, x)dtdx | < 
E ka 


<| {|ssseoftat || | Kyne(t, dxf dt]? < /2AC\E. 


a 


Il s’ensuit donc grace a un théoréme connu de B. LEvi que 


{ s*(x)dx = 2ACIE}; 

E 
par conséquent s*(x) est une fonction presque partout finie sur l’ensemble 
E d’oi il résulte d’aprés (6) que les sommes partielles s},(x) sont bornées 
supérieurement par s*(x) pour presque tous les x€E. En répétant ce raison- 
nement appliqué a la suite {—s},(x)}, on obtient qu’elle est aussi unifor- 
mément bornée supérieurement pour presque tous les x€E; c’est a dire que 
la suite {|s5,(x)|} est uniformément bornée sur E presque partout. Désignons 
par o;,(x) la n-igme moyenne arithmétique de la série Sc,dn.gn(x). KOLMO- 
GOROV" a démontré qu’en conséquence de (5), la différence s>,(x)—o}n(x) 
converge presque partout vers zéro, les moyennes arithmétiques 03,(x) sont 
donc aussi uniformément bornées sur E presque partout. De plus, KACZMARz® 
a démontré que, m étant un indice arbitraire compris entre 2” et 2”"', la 
différence 0;,(x)—0},(x) tend, sous la condition (5), presque partout vers zéro. 
Toutes les moyennes arithmétiques 0%(x) sont donc uniformément bornées sur 
E presque partout. Puisque 


2 


> tr Pr (x) —— >? ihe Chas @2(X), 

n=) n=0 An 
et les o,(x) sont bornées dans leur ensemble sur E presque partout, il en 
résulte d’aprés un théoréme” concernant les séries de fonctions arbit- 


raires que les moyennes arithmétiques o{)(x) de la série Yc,,(x) sont pres- 
que partout convergentes sur l'ensemble E, ce qui équivaut, grace a un 


8 A. Kotmocororr, Une contribution a l’étude de la convergence des séries de Fou- 
rier, Fundamenta Mathematicae, 5 (1924), p. 96—97. 


» S. Kaczmarz, Uber die Reihen von allgemeinen Orthogonalfunktionen, Mathematische 
Annalen, 96 (1925), p. 148—151. 


1 Voir p. ex. G. Acexits, Uber die Transformierten der arithmetischen Mittel von 
Orthogonalreihen, Acta Mathematica Acad. Sci. Hung., 2 (1951), p. 1—8. 
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théoreéme de ZYGMUND,” & la sommabilité (C, «) pour tout «>O sur E pres- 
que partout. 


Sommabilité des séries de Walsh et de Haar généralisées 


Appelons un systéme de fonctions {w,(x)} multiplement orthogonal et 
normé, si pour toute combinaison d’indices »,,%,..., 7) qui n’est pas con- 
stituée d’exactement p/2 paires d’indices égaux on a 


| ¥,,COW,,0)..-, (dx =0, 
tandis que 


b 


| ¥2, Coyt, (x)... v2 (x)dx = 1. 


Tels sont par exemple les systémes de fonctions normées indépendantes au 
sens stochastique. Mentionnons 4 titre d’exemples concrets : le systéme {r,,(x)} 
des fonctions de RADEMACHER,” puis le systéme {e?7%(} da a STEINHAUS” 
ou +,(x) est défini de la maniére suivante: Soit 0, €&&... le développement 
dyadique infini du nombre positif x =1, alors 

I, (x) = 0, 518355 S0-.-, 

F,(x) = 0, 5555 b4.--; 

(x) = 0, 5455515530 teey 


Tous ces systémes sont multiplicativement orthogonaux et normés dans 
l’intervalle (0,1). Bornons nous a cet intervalle; nous appellerons le systeme 
{g,,(x)} de fonctions définies par y,(x)=1 et 

Gi) = Vr (XY (X) 2 YX) LSEN<N< <M) 
pour n= 2”"+2”-+.---+2”", systeme’ de WALSH généralisé engendré par 
le systeme multiplicativement orthogonal et normé {w,(x)}. Les fonctions 
y,(x) sont évidemment elles-mémes orthogonales et normées. Quant a leur 
noyau K,,,(t¢, x), on voit immédiatement que 


aw 


Ky(t, x)= [[ 0+ ¥,()¥,(%)). 


k=1 
Si les fonctions |w,(x)| ont 1 comme borne commune, on obtient donc 
Weak cll sx) = 0: 


11 A. Zyamunp, Sur l’application de la premiére moyenne arithmétique dans la théorie 
des séries de fonctions orthogonales, Fundamenta Mathematicae, 10 (1927), p. 356—362. 

12 H. Rapemacuer, Einige Satze tiber Reihen von allgemeinen Orthogonalfunktionen, 
Mathematische Annalen, 87 (1922), p. 112—138. fa 

13H, Sreinnaus, Sur la probabilité de la convergence de séries, Studia Mathematica, 


2 (1930), p. 21—39. 
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Or les fonctions g,(x) étant orthogonales a la fonction g(x)=1, leS fonc- 
tions de Lebesgue d’ordre 2" se calculent par la relation 


Linx) = | Kyn(t, x)at = go(x) | golt)dt = 1. 


En appliquant donc notre théoréme 1, nous obtenons le 


THEOREME 2. Si les fonctions {,(x)} sont soumises a la condition 
|w,(x)|=1 et les nombres complexes ¢,¢,,... satisfont a la condition (2), 
alors la série de WatsH généralisée Sc, @,(x) engendrée par le systéme 
{w,,(x)} est presque partout sommable (C,«) pour tout «>0. 

Définissons maintenant un systéme {7(x)} otf 1=k=2"' comme 
suit: 

WOD=1, X20) = 9,0) 
et pour n=2: 


(x) = 7 [y.(x) + 9400), 


A2(x) = Te [43(x)—9,(x)]. 


Pour n=3 on construit y(x) inductivement: soit ¢-)—-+ 1 le coefficient 


de la fonction ,(x) dans la relation 
1 gn-t-y 
QY=——— DY ag, (0). 
katz 


y=2r-2 


Construisons maintenant la matrice ||| en écrivant deux fois chaque ligne 
de la matrice ||@"| et en la complétant par répétition de la méme ligne, 
une fois sans changement, la deuxiéme fois avec des signes contraires. On 
définit alors" 


2" -1 
= > a, (2). 
Heat ducers 

Dans le cas ott {¢,(x)} est un systéme généralisé de WALSH, nous appelle- 
rons {7(x)} le systéme généralisé de HAAR engendré par le systéme {¢,(x)}. 
(Dans le cas ott {p,(x)} est le systetme de WALSH engendré par le systéme 
de RADEMACHER, on obtient pour {y)(x)} le systtme de HAAR proprement 
dit.) Envisageons la série 


(7 Saxe 


4 Cette construction est due a S. Kaczmarz, Uber ein Orthogonalsystem, Comptes 
Rendus I. Congrés des Pays Slaves (Warszawa, 1929), p. 189—192. 
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€n supposant que les coefficients c, sont réels et soumis a la condition (2). 
Alors, le théoréme de RiESZ—FISCHER assure |’existence d’une fonction fev 
dont (7) est le développement de Haar généralisé. Désignons par h,(x) la 
n-igme somme partielle de (7) et par w,(x) la n-iéme somme partielle du 
développement de la méme fonction f(x) suivant le systtme de WALSH géné- 
talisé {,(x)} correspondant au systéme {y“)(x)}. KACZMARZ a montré™ que 
Ron (X) = Wyn (x). 

Mais f€L? entraine, grace au théoréme 2, la sommabilité (C, @) presque par- 
tout de son développement suivant le systéme {q,(x)}. Il s’ensuit d’aprés 
KOLMOGOROV® que la suite {w,,(x)} converge presque partout, par conséquent 
{Aon(x)} est aussi presque partout convergent; ce qui entraine, grace aux 
théoremes de KACZMARZ® et de ZYGMUND," la sommabilité (C,@) presque 
partout du développement de f(x) suivant le systéme {7(x)}. Ainsi, nous 
avons obtenu le 


THEOREME 3. Le développement dune fonction f€ L’ en série de HAAR 
généralisée est presque partout sommable (C, a) pour tout «>0. 


Si {7(x)} est le systtme de Haar proprement dit, notre théoréme 
natteint pas la généralité du théoreme de HAar* d’aprés lequel méme les 
développements des fonctions f¢€Z sont presque partout convergents. 


Démonstration du théoréme 4 


Retournons aux systémes généraux de fonctions orthogonales et normées 
dans un intervalle fini (a, 6). Pour démontrer le théoréme 4, il ne nous faut 
que l’évaluation des intégrales de la forme 


b 
Sn = {[[xee x) Ka (t, y)dt dx dy 
EEa 
sous la condition L°’(x)=C pour x€E. Vu que 


> K(t,x) 
1) __' v=0 
Kin (t,x) = m+1 ’ 
on obtient pour un couple de valeurs x, y avec n,=ny,, en tenant compte de 
Yorthogonalité des fonctions ¢, (x): 


peed: > Kolx, 9) (ty +1) 
[xe (t,x) Kn, (t, y)dt = Secale 


En écrivant donc nz+1-+ny—n.—1 au lieu de a,, le deuxiéme membre 
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peut étre écrit dans la forme 


> Ky) 


1 Mes at (& ioe Ye Tee 
wa sl!- api) he) + +l atl 
Sot Kk») 
= pe KAN x yh. 


EDGED, PET 
Par conséquent, on obtient pour n.=A”, 


SK | 


Jac x)Kn, (t, y)dt == sitio 44 Ts 


+ |KO (x, y)| 


et une relation analogue est valable, en échangeant x et y, pour un couple 
de valeurs x,y avec n,>ny,. Il enrésulte, vu que LY)(x)=C et LO(y)=C 


pour tout x, BE 


jrsaf = AS 2 —ady+2) {106 Nldxdy=4c | dx —AC\E|. 


Envisageons de nouveau la série Ze,hsgu(x) et nous ‘Soins pour |’intégrale 
de o* (x): 


Jot dx] || s.CQK@¢, ddtdx| =2/ACIE). 


On en déduit d’une maniére tout a fait analogue comme dans le cas des 
sommes partielles s},(x) que les moyennes arithmétiques o;(x) sont unifor- 
mément bornées sur E presque partout. Ce fait entraine,” la convergence de 
la suite {o(x)} sur ensemble E presque partout, ce qui équivaut™ a la 
convergence sur E presque partout de la suite {o)(x)} pour tout @>0. 


(Recu le 31 auguste 1953.) 
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O CYMMUPYEMOCTH OPTOTOHAJIbHbIX PAJOB 
lr. ANEKCHY (Bygzaneuwt) 


(Pe3w Me) 


lyct {Pn(x)} mpousBonbHad (HeEOObAZATeEMEHO NOMHAA) OPTOHOPMaNbHadA cucTeMa 
(PyHKUHM, 3afaHHadA Ha KOHeYHOM OTpeske (a, 6). O6o3Ha4HM 4epes 


K,(t, x= > vi(0 9,0), Kt9—— >, Kt) 


n + 1 k=0 
aupa, oTHOCauMecaA kK (C,0)-, cooTBeTcTBeHHO (C, 1)-cyMMHpOBaHHIO OpTOrOHatbHOrO papa 
Dp 
(1) > en gn(x), 
n=0 
M 4epe3 


b b 
Li(x) = f |Kn(t, x)| dt, LO (x) = f [KP XI at 
a a 
cootsetcTsyroulne pyHkunu Jle6era. 

Ucnonpaya upew, c momoupo KoTOpoh Koamoropos, Cennpepcros u 
IInecunep OKasanu cBOIO HBBeECTHYHO TeOpeMy O CXOQMMOCTH pxAAOB Pypbe, noryyaem 
CnepyrouHe pe3sysbTaTHI : 

Ecam nocnegosatenbuocts { Lon(x)} paBHOMepHO OrpaHH4eHa Ha MHO>KeCTBeE E u 

@ 


(2) >> |Cn|? < 09, 

. n=0 
Torma pag (1) apasetca (C, @)-cyMMUpyeMbIM MOYTH BCWOAy Ha MHOxKeCTBe E, CaM TOMBKO 
a> 0. 

B xayectBe npHMeHeHnna aTOU TeOpeMbI MOnyyaeTCA O6OGuleHHe OPTOFOHAbHBIX PALOB 
Xaapa u Yanwa, OOnapawulwc TEM CBOMCTBAM, “TO nonyyenupii pay 6yget (C, a)- 
CyMMMpyeMBIM (a > 0) mOU4TH BCHOAY, CCIM BbINOIHAETCA (2). DTOT pesynbTaT nepeKpbiBaeT 
pesynprater KaumMap xa u Ileau, OTHOCALMeCA K CYMMHPOBAHHIO OObIKHOBEHHOrO pxa 
Youuma. 

Hakone, qaeTCA MpocToe JOKAasaTeIbCTBO cnenyroulmet Teopemsr Kau map xa: 

Ecnau mocnefospatTesbHOCcTb {Lo (x)} paBHOMepHO orpaHHyeHa Ha MHOKecTBe E x 
Bbinonusetca (2), Torna pag (1) aBaaeTca (C, a)-CyMMMPyeMBIM MOUTH BCOAY Ha MHOXKECTBE 
E, ecnu TombKo a > 0. 

TIpupepenHoe fOKasaTeMbCTBO He TOABKO NpOUle, 4eM NepBOHadaIbHOe OKazaTebCTBO 
Ka4umMapxa, HO KpoMe TOrO OHO ONHpaeTCA TOAbKO Ha yCIOBHEe (2) 4H Ha CpepcTB TeOpr HK 
panos, 6e3 npuBneyenua tpyHkKunn f(x) +ig(x) aaa KoTopoi (1) aBaaeTCA BCHeACTBHE (2) u 
Ha OcHOBe TeopempI Pucca—Puwepa pAsOM @ypbe OTHOCHTeENBHO CHCTeEMBI { Yn(x)}- 
Tem caMbIM MbI peuimau TaKKe mpobnemy ®. Pucca, BOSHMKUIY!0 B CBA8H C HEKOTOPbIM 


TPHrOHOMETPHYeCKHM pxyOM Pypee. 
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ON THE THEORY OF ORDER STATISTICS 


By 
ALFRED RENYI (Budapest), corresponding member of the Academy 


Dedicated to A. N. Kotmocorov 
on the occasion of his 50th birthday 


Introduction 


Since the beginning of the century many authors, e. g. K. PEARSON [I], 
L. v. BorTKIEwicz [2], E. L. Dopp [3], L. H. C. Tipper [4], and M. Fre- 
CHET [5] have dealt with particular problems which may be classified as 
belonging to the theory of order statistics. A. N. KoLMoGorRov [6], V. I. GLI- 
VENKO [7], N. V. Smirnov [8], B. V. GNEDENKO [9], and other mathematicians 
having recognized the great theoretical and practical importance of this set 
of problems, developed this subject into a systematical theory. 

In the last three years a particularly great number of papers dealt with 
such problems; of these we mention those of B. V. GNEDENKO and 
V.S. Korovuk [10], B. V. GNEDENKO and E. L. Rvaceva [11], B. V. Gne- 
DENKO and V. S. MiHALevit [12], V. S. MIHALEvic [13], J. D. Kvir [14], 
G. M. Mania [15], I. I. GiHmMAN [16], W. FELLER [17], J. L. Doos [18], 
F. J. Massey [19], M. D. DONSKER [20], T. W. ANDERSON and D. A. DARLING 
[21]. A bibliography up to 1947 is to be found in the paper of S. S. WILks 
[30] enumerating 90 papers. ; 

The purpose of the present paper is to give a new method by means 
of which many important results of the theory of order statistics can be 
obtained with surprising simplicity; the method also enables us to prove 
several new theorems. The essential novelty of this method is that it reduces 
the problems connected with order statistics to the study of sums of mutually 
independent random variables. § 1 contains the review of the method, § 2 is 
devoted to the proof of some known theorems by means of this method, and 
§ 3 contains the formulation of some new results obtained by this method, 
concerning the comparison of the sample distribution function to that of the 
population. These results are connected witn the fundamental results of 
A. N. Ko-tmocorov and N. V. SMIRNOV. 

Let F,,(x) denote the distribution function of a sample of size n drawn 
from a population having the continuous distribution function F(x), in other 
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words, F,,(x) denotes the frequency ratio of sample values not exceeding x. 
KoLMoGoROV determined the limiting distribution of the supremum of 
|F,.(x)— F(x)|, Smirnov did the same for F,(x)— F(x); in § 4 we shall 
determine the limiting distribution of the supremum* of the relative deviations 
Fa(X)— FQ) iq | Fa —FO) 
Pixyi ee: F(x) 
the lemmas in § 4, generalizing some results of P. ERpds and M. Kac [22], 
are needed. These lemmas are of certain interest in themselves. § 5 contains 
the proof of the results formulated in § 3, while §6 contains some remarks on 
the numerical computation of the values of the limiting distribution functions 
occurring in our theorems; tables for one of these are also given. I have 
found the method formulated in § 1 by analysing a theorem of S. MALMQUIST 
[23]; § 1 contains among others a new and simple proof for this theorem 
of MaLmQuist. Together with G. HajOs, we have found another simple proof 
of this theorem which will be published in a joint paper of ours [24]. All these 
investigations have for their origin in the discussions in a seminary of the 
Departments of Probability Theory and of Mathematical Statistics of the In- 
stitute for Applied Mathematics of the Hungarian Academy of Sciences. 
I lectured on the part of the results contained in this paper in January 1953 
on the congress of the Humboldt University in Berlin’ and in September 1953 
on the VIIIth Polish Mathematical Congress in Warsaw. On this last occasion 
A. N. KOLMOGORUV has made certain valuable remarks for which | 
express him my most sincere thanks. Further, I express my thanks to 
T. LipTAK who participated in the preparation of this paper by elaboration 
of some particular calculations, as well as to Miss I. PALAsTI and Mrs. P. 
VARNAI for the numerical computations. 


, respectively. To do this, besides our method, 


§ 1. A new method in the theory of order statistics 
: 


Let us start with the following special case: let a sample of size n be 
given concerning the value of a random variable ¢ of exponential distribution, 
i. e. the results of n independent observations for its value, denoted by 
Ci, 2,---, Sn; in other words, ¢,,o),...,¢, are mutually independent random 
variables with the same distribution function of exponential type. We need 
the following well-known property of the exponential distribution: if ¢ is an 
exponentially distributed random variable, then 


(1. 1) P(o<x+y|C=y) =P <>»), 


* (in an interval 0< a< F(x) <6<1). 
4 This lecture will be published in the communications of the Congress under the 
following title: “Eine neue Methode in der Theorie der geordneten Stichproben”’. 


ON THE THEORY OF ORDER STATISTICS 193 


if x>0O and y=O. This property characterizes uniquely the exponential 
distribution. Indeed, let F(x) be the distribution function of ¢, then 


F(x+ y)—F(y) 


PO<x+y[C=y)= 


1—F(y) 
and it follows that (1.1) is equivalent to the following relation: 
(1. 2) P(x + y) = P(x) P(y) 


where @(x) = 1—F(x). It is known however that, of all functions satisfying 
the condition 0 = M(x)=1, except for the trivial cases @®(x)==0 and 
P(x)=1, the functions ®(x)—e™ (A> 0) and only these satisfy the func- 
tional equation (1. 2). 

The meaning of (1.1) becomes especially clear, if the random variable 
¢ is interpreted as the duration of a happening having random duration. In 
this interpretation the proposition (1. 1) can be formulated as follows: in case 
of a happening of exponentially distributed random duration, being in pro- 
gress at the moment y, the further duration of the happening does not depend 
on y, i.e. on its duration until the given moment. 

Let us arrange the numbers ¢,,¢,...,¢, in order of magnitude and use 
the notation 


(1. 3) Ce == Ri (C15 So, ~~~, Sn) (Ri 1, 2)5..7'n) 
where the function R(x, X:,...,Xn) of the n variables x,,%,...,x, denotes 
the k-th of the values x,, x,,...,X, in order of magnitude (k= 1, 2,...,n); 
thus e.g. Ci = nia ¢, and C; — max C.. Then the individual and joint dis- 


=ksn =n 
tributions of the values of the rer statistics ( =o$=--- = can be most 
easily determined. For that purpose we interpret the variables ¢, as random 
durations of mutually independent happenings; then ¢; denotes the duration 
of the happening finished as k-th of the n happenings. Let us determine, 
first of all, the distributions of the differences Gi4:—ci. If ( —y, then 


(1. 4) Pci —ok > x(R =) = PC >xty/= 

where on the right side there stands the probability of the event that none 

of the n—k happenings, being in progress at the moment y, finishes until 

the moment x--y. By virtue of (1.1), the value of this probability is 
(P(c> xy ae Y= 

and thus the conditional distribution function of oi:—k with respect to the 

condition & —y is 

(1.5) PCr — oe < x0 = y) = 1—-e OY, 


2 P(A) denotes the probability of the event A, and P(A|B) denotes the conditional 
probability of the event A with respect to the event B. 
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As the conditional distribution function (1.5) does not depend on y, (1.5) 
gives also the non-conditional distribution function of &.i1—¢i; indeed, by 
virtue of the theorem on total probability, 


(1.6) Pini —Sk< x)= | Por — oe << x(k = y)d P(E < y) =1—e- ™, 
0 
Therefore the differences Ci,:—S; are themselves exponentially distributed 
: 1 ; 
with the mean value (n—BaA and thus the variables 
(1. 7) Ons = (A—K) (Gir —Si) (k=0,1,...,a—1) 


are also exponentially distributed with the mean value - (In the above rela- 
tion by definition ¢5=0.) 

It follows from the abovesaid that the variables 0,, 0,,..., 0, are mutu- 
ally independent random variables. It is namely easy to see that the proba- 
bility 
(1. 8) Pr — Ge << xX[Ci = 1, O—Ti = yr, ..., Ce —Ch-1 = Jr) 
does not depend on the variables y,, y.,...,%; this is evident, as the above 
conditions mean that Ci =ywi,@—yityo,...,%=ptyt:::+yp; ie. 
they give. the moments of the finishing of k happenings, which finish first of 
the n happenings which started simultaneously at the moment t—0O. These 
conditions imply that at the moment t= y,+y,+---+y, there are still 
n—k happenings in progress and the probability of the finishing of at least 
one of them before the moment f+x is equal to 1—e-“-)**, Thus the 
probability of the left hand side of (1.8) equals 1—e--)*, i. e. it does not 
depend on the variables y,, y.,..., ¥, and this is equivalent to the fact that 
the variables ¢;,1—C? (and also the variables d;) are mutually independent. 
Thus the variables ¢; can be expressed in the form 


Pret OR di = 
(1. 9) ceamimya: BS ~—+ wey eg (A= 1, 2,0, 3, a 


i.e. as linear forms of mutually independent random variables having the 
same distribution. (1.9) can be also expressed by saying that the variables 
Si form an (additive) Markov chain. By virtue of (1. 9) the distribution of any 
¢:, further, the joint distribution of any number of the variables Cf can be 
determined in explicit form. 

Consider now, how the abovesaid can be applied in general to the 
study of order statistics. Let & be any random variable having a continuous 
and steadily increasing* distribution function F(x), let (5,5 Sey v.01 Se) De 


’ By saying that F(x) is steadily increasing, we mean that F (x) is a strictly increas- 
ing monotone function in the least interval (a,b) where F(a) =0 and F(b)= 1; it may 
be happen that a-— —>s« or b=4+- ow, 
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sample of size n consisting of n independent observations of the value of 
&, that is to say, let §,&,...,§, be mutually independent random variables 
with the same (continuous) distribution function F(x). Let us arrange the 
sample values §, in order of magnitude, that is to say, let us form the new 
variables & — Rx (Gi, &,..-, §n). 

The main problem of order statistics is to study the variables &; this, 
however, can be reduced to the special case when the variables & are expo- 
nentially distributed (and therefore — by virtue of (1.9) — to the study of 
sums of mutually independent random variables), as follows: let us put 


(1. 10) were we &= log pee i ee 
k 
and let us denote by 7; = F(&) the k-th of the variables 7, m2, ..., 2%. in 
order of magnitude, i.e. let us put ni: = Ria, M2,---, Mn); further, let us put 
(1.11) — Ct = log — (k= 1,2,..., 7). 
Nut t-k 


Li, ¢ - ' 
As log — is a steadily decreasing function, we obtain: 


(1. 12) tf == Ru(S1, boys ay Sn) (k= 1,2,...,n), 


whence ¢ is the k-th of the variables ¢,¢,...,6, in order of magnitude. 
As we have assumed the variables & to be mutually independent, it follows 
that the variables ¢, are also mutually independent. 

Let us investigate now the distribution of the single variable ¢.. F(x) 
being a strictly increasing function, the inverse function of x = F(y), denoted 


by y=F (x), is uniquely defined in the interval O=x=1, and thus 


P(C. <x)= P (log a < x] = P(§, > F'(e")) oy 1—F(F'(e")) ix {teri 


if O=x=1. Therefore the variables ¢,,¢,,...,¢, are mutually independent 
and of exponential distribution with the mean value 1. In this way, the ran- 
dom variables £* themselves can be expressed in the form 

. a(g-Herso)) | 
(1. 13) ER FU(etaui-k)=—= Fle ** . (Ken 1, 2, 4255 8)5 
where the variables d,,d),..., 6, are mutually independent and of exponen- 
tial distribution with the same distribution function 1—e* (x>0). It also 


follows from this result that the quotients 
ie 6nt+1—k 


* 
Libtit o Jd 


(1. 14) i 
are mutually independent random variables (here, by definition, avi = 1), 
since the variables 0,41-, are, as we have seen, mutually independent. 


Another consequence of (1. 13): is that the variables &,€.1,...,§ form a 


13* 
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Markov chain (and thus the variables &, §3,..., 6, form also a Markov chain); 
this follows from 
(1. 15) aw pia (_ Pippen e 


which is obtained from (1.13) and from the fact that the variables 5,41, and 
Ov: are independent, since 

* -1f. 0; 0; ns Oy, )\) 

Enti-k == F {exe| (2+. 5 “ty ea . 

A. N. KoLmocorov [6a] was the first who remarked that the variables 
er, &S,...,6%, i.e. the sequence of order statistics, form a Markov chain. 
The new method contained in the present paper starts from this fundamental 
observation, but the possibilities implied by it could be developed only after 
having transformed the Markov chain {&} into an additive Markov chain by 


means of the transformation &— log me. In this connection it is in- 
on -k+1 


teresting to consider the following general problem: for which Markov 
processes {&} can such a family of functions G,(x) be found that the variables 
+= G.(&) form an additive Markov process? A necessary condition of this 
is that the distribution function F(x, s, y, t)—=P(&<x\&—y) of the Markov 
process should satisfy the following differential equation : 


ce Sa @F OF OF |= #F Foleo legals 

ox dy\oyexdy axdxdy) daxdylax \oy ay? \axJ\" 

We hope to return to the discussion of this problem on another occasion. 
The variables 7, are obviously uniformly distributed in the interval 


(0,1), because, if O0< x <1, then 
(1. 16) P( 7 < x) = P(& < F''(x)) = F(F '(x)) =x, 


and therefore the variables 7 form an ordered sample of size n drawn from 
a population of uniform distribution in the interval (0, 1). 
It follows from (1.14) that 


*  \k 
[ = ge ont -k 
Nk 


i 1 
and as P(e +1-k < x) —P [ast > log Aa) tebe? Rite x, therefore the va- 


/ * k 
riables (Hs are mutually independent and have the same distribution, namely, 


they are uniformly distributed in the interval (0,1). This is the theorem of 
S. MALMQUIST mentioned in the introduction. 
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§ 2. The theory of order statistics built up by means 
of the method of § 1 


On the basis of what has been said above it is easy to obtain the 
results concerning the limiting distribution of order statistics. In order to 
show this, we shall prove the following theorems.‘ 


THEOREM 1. If k = 1 is a fixed positive integer, then 


het | 


(k—)! ni? (x > 0), 


jim » P(ntt x)= on 


é.e. nC has in the limit a I-distribution of order k. 
Proor. As we have seen, 


pty gt Oe Jy 
Scat an ee 


n+1—k 


where d,, 0,,..., 0, are mutually independent and exponentially distributed 
tandom variables with the common distribution function 1—e* (x>0). 


has_the probability density function 


Therefore, the variable o 

n+1—J 
{n+1—/y)e+!-)* (x>0) and thus it follows by simple calculation that 
the probability density function of & is 


gn(t)—=(p) kem(e — 15 
hence nf; has the frequency function 
ogee eenondeeal aes) argyle 
Ee 4 w(L)—({2) ewe (kK—1)! 
As lim ee ee thus the density function of no; converges to ay int 


n> @ 


as n—>oo, i.e. to the density function of the /’-distribution of order k. 
This result might have been expected by the following consideration. 


Obviously 
1)d; 


(2. 2) ini lg No aa +R 
the density function of d,+0,+ -- - +0, is, however, fe at , on the other 


hand, the variable plane ue. ay tends stochastically to 0, as m+. 


j= A 


4 We use the notations introduced in § 1. 
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To develop this consideration into a precise proof, we need the following 
lemma, due to H. CRAMER ([25], p. 254). 

LEMMA 1. Let us put y,—=«,+8, where a, and §, are random variables 
and let F,,(x) denote the distribution function of «, and further let us assume 


that’ 
lm M?,—0O and lim DZ, —0. 


Furthermore, let us suppose that there exists the limit F(x) of the distribution 
functions F,(x) as no, Le. 
lim F,,(x) = F(x) 


holds for all points x of continuity of the distribution function F(x). Further, 
let us denote the distribution function of vy, by G,(x). Then 


lim G,,(x) = Fd). 


ProoF.’ Without loss of generality we may suppose that Me, =0. 
Then, by virtue of Tchebyshev’s inequality, we have 


P(|B|>@)< 


therefore, given any, arbitrarily small « > 0 tt 3 >0, there exists a positive 
integer n,(0) such that 


P(|8,|>e) <0 if n>n,(d). 
But then 


(2. 3) G(x) = P (yn < x) S P(an <x +8) +P(8, < —2). 


In fact, if @,+,<.x, then either @,<x-+e or @, =x-+e, but in the latter 
case at the same time ¢,< —e holds and we obtain (2.3) by means of the 
theorem on total probability. Similarly, 


(2. 4) Gi.(x) = Pv < x) = P(e, < x—e)—P(8, > 8); 


in fact, if ¢,<x—e, then either «,+8,<x, or «+2, = x, but in the latter 
case at the same time #, >«. Consequently, we have 


F,(x—#)—0 = G,,(x) = F,(x+8)+ 0. 
Passing to the limit noo and considering that « and 6 can be chosen 
arbitrarily small, it follows that 


F(x—0) = lim G,(x) S tim G,(x) = F(x+0), 


n- 1—> 


5 Here and in what follows we shall denote then mean value of the random variable 
& by Mé and its standard deviation by Dé. 

6 We give here the proof of this lemma of Cramér because a similar method of 
proof is needed in the proof of Lemma 2. 
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i.e., that in all points of continuity of F(x) 
lim G,,(x) = F(x). 


This proves Lemma 1. 
Theorem 1 follows immediately from this lemma, as 


k ° k % : 
+(j—1)0; al (ij —1)6;  (j—1) 
m( SU ) — j an ‘( > D4) _ > (ji—1) 
fog n+1-—/ D2 Ta eae, gOR parry pase GB (at1—j7y 
and thus the conditions of Lemma 1 are satisfied. 
By means of Theorem 1 we can easily determine also the limiting 


distribution of nf. We have 7%,;-,—e ° and therefore 


P(n(1 am Mn+ 5) <¢2x) =P (= < log ae aL 


since 


and the /-distribution is continuous, it follows that n(1—2;*..-,) has in limit 
. <q, ire k-lp-t 

also a J/’-distribution of order k with the density function eat (t > 0). 

Now, the random variables 7, are mutually independent and uniformly dis- 

tributed in the interval (0,1). Because of the symmetry of the uniform distri- 

bution, the same holds also for the variables 1—»7),(kK—1,2,..., n) and thus 


the variables 
ie = Rie, Ho, ---) Hn) and 1—afiyi-1 = Re(1—m, 1—ap, .-., L—a,) 
have the same-distribution. Hence it follows the following 


THEOREM 2. The distribution of the variables ny and n(1—riyi-x) in 
case of any fixed k= 1, tends to the I-distribution of order k with the den- 


: ; wad : 
sity function 1D (t > 0). 
By means of Theorem 2 we can determine also the limiting distributions 
of & and &,1-,; these, however, — contrary to the limiting distributions of 
the variables 7, and ¢ — will depend on the distribution function F(x) 


(see [8]). 


7 The distribution of the variables 1* can be also determined exactly for finite n and 
after this passing to the limit Theorem 2 can be proved also in this manner by means of 
some simple calculations (see H. Cramer [25]). We proved this theorem here by means of 
our method to show its application at first in a simple case. 
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Now we shall prove the following 


THEOREM 3.° The variables 7 and ni41-; are independent in the limit if 
n—»co and atthe same time k and j are fixed, namely 
“zy 


y i u*-17 7-1 e- (u+r) 
limP[ n<~, 1— niwi-; < 2) — Hoyo (x > 0, y > 0). 
00 


Proor. First of all we prove a lemma: 

LEMMA 2. Let us put y, = ¢,+8, where «, and , are random variables, 
and let a random variable x, be given which is independent of «,. Let us 
denote the distribution functions of a, and yx, by F,(x) and H,(x) respecti- 
vely. Let us assume that the limit functions F(x) = lim F,,(x) and H(x)= lim H,(x) 


exist and, further, that 
lim Ms,—0O and limD~#,—0. 


u> VD u>rpD 


In case all these conditions are satisfied, we have 
lim P(yn < xX; xn < y) = F(x) H(y), 


i.e., the variables 7, and y, become independent in the limit. 

Proor. Let us choose (as in the proof of Lemma 1) the value of the 
integer n, so large that 

P(|\2,|>e)<d ifna>n 
Similarly to the arguments applied in the proof of Lemma 1, it may be proved 
that, if n >), where n, depends on the choice of the positive numbers « ang 
0, then 
(2.5) P(an <x—8, yn < y)—d S P(7,.< x, xn<y) S Plan< x+8, xn< y) +, 
and as, by our assumption, @, and y, are independent, therefore 
P(@n<x+te8, yn < y)=F,(x te) H,(y) 

and similarly to the proof of Lemma 1, we obtain that in all points of con- 
tinuity of F(x) 


holds. This completes the proof of Lemma 2. 
Now 


0; 4) 
* +1 n+1-k 
nt1-k — lo ic pa han de <= ee ne 
cael ew g Pps ja +. —— k —logn+¢} 
8 See Cramér [25], p. 371. We discuss this well-known theorem here, because our 


method throws more light on the real ground of the fact expressed in the theorem, than 
its known proof. | 
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where 
0; 
n—1 


0; 
Gh Gec 1’ 


rs O 
Gj = - + 
and therefore 
lim MG = lim DC} — 0, 


0; Ojaner 2s 
As the sum aay Hater oe log.n is independent of ¢t and 


lim nlo i 
Poe ets 


n> 00 ew. 
further, we know that 
y 
lim P(t <y =| ohaetat 
we have 


Z + 5 6 * : * * 
mz. 6) lim P & < + ,1l— Nnti-j < ba = lim al nti-k—G = log A) = T;(y) 


where ion toes 
y 
n= | gayretat 
On the other hand, by Lemma 1 
(2. 7) jim P (Gees = log lim P (ae = log | 


and by virtue of Theorem 2 


r * n f * x : Pies 
(2.8) lim P( Gnti-« = log 2) cate [xt S x) (iy: 
0 


From the relations (2.6), (2.7) and (2.8), Theorem 3 follows. 

By means of Theorem 3 we can determine the limiting distribution of 
the difference 7*—7t. This is important, because 7,— ji, the range of the 
sample (7, 7% ,---,%n), can be used to estimate the standard deviation 
of the population. As, for large n, the variable 7% is near to 1 and 7j is 
near to O with a probability near to 1, we obviously have to consider the 
variable n[1—(7j,—71)] and as, by virtue of Theorem 3, ny and n(1—yn) 
are independent in the limit, the limiting distribution of their sum equals the 
composition of their limiting distributions. As e-* (x > 0) is the density func- 
tion of the limiting distribution of both nyt and n(1—y,), the density 
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function of the limiting distribution of n[1—(4;—7i)] is 
fee mer dy=xe* (x> 0); 
0 

therefore n{1—(7j;—71)] is in the limit a random variable having a /~-dis- 
tribution of order 2. 

By means of the limiting distributions of the random variables ni., the 
limiting distributions of the random variables & can also be determined. 

Hitherto we have considered the limiting distributions of the order 
statistics &{ (resp. those of their transformed values 7 and &) under the 
condition that the index k (resp. /==n-+1—A) is fixed and at the same time 
n—>ov; this set of problems is called the study of the ‘extreme values’ of 
the sample. We now turn to the study of the limiting distributions of the 
variables & (resp. of 7 and ¢,) under the condition that together with a 
k tends also to infinity, namely so that |k—ng|=o/(| n), where q is a con- 
stant (0<q< 1). The variable &/,; (where k= [nq])’ satisfies this condition ; 
this variable is called the g-quantile of the sample. In the special case 
n==2m-+1 where m is an integer, the variable ¢,,., is the median of the sample: 
obviously, the g-quantile of the sample is nothing else but the g-quantile of 
the sample distribution function and thus the median of the sample is nothing else 
but the median of the sample distribution function. Consequently, if n is an even 


INTEREL, 1. Jee on, Wen + Gat Eau) is called the median of the sample. 


We shall now prove the following theorem containing the proposition that 
the g-quantiles of the sample in the limit are normally distributed, if the 
distribution function F(x) of the population satisfies certain simple conditions. 


THEOREM 4." Let us suppose that the density function f (x)= F’(x) of 
the common distribution function F(x) of the mutually independent random 
variables 5,,5),...,§, exists and that f(x) is continuous and positive in the 
interval a< x <6; then, if 0< F(a) <q < F(b) <1 and further, if \k,—nq| = 
=0(\/n)(and thus, a fortiori, lim Mn 9), then & is, in the limit, nor- 


mally distributed with the mean value Q—F ‘(q), which is the g-quantile of 
the distribution function F(x), i.e. 


® [x] is the largest integer for which [x] < x. 
10 This theorem is contained in a general theorem of N. V. Smirnov [8g]. 
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Proor. First consider the limiting distribution of 


n+1-k, 0 
2.9 Ean haath 
( ) C pik _ n + j--/ 


where the variables 0; are mutually independent and exponentially distributed 
with the distribution function 1—e~ (x > 0), that is to say, Md; — Dod; = 1 
and 


a 1 foe) 
M(|d;—1)") =| |x—1'e" dx <Je*dx+ |x e*dx <5. 
0 0 ( 


0 


Then, however, 


n+1-k,, 1 
M,. = Mons, = pa SSeS , 
n+1--Kky 1 
2 ne = 
; (2. 10) Pats — D Cehtek. — a (n te 1s -jy' ) 
n+1-k, d;— 3 nt+l-k,, 1 
k; ee M a , 
Pt itis] 2, WI 
and thus 
K, 5 
& Ae Sn + Re : 


Therefore, if n— ov, then = = 05 this means that the central limit theorem 


in LIAPUNOV’s form can be applied to the sequence of sums (2.9) and 
thus 


— [ nae 


2.12 lim P 
(2. 12) im ed 


u> ow 


Now, it is known that 


ve 
( nt+1-k, —— M,, 


ocx} — 


m 


Sse og Od, 
h=1 k 


where C is the Euler constant, and an A>O constant can be found such 


that |4,,| she By means of some simple calculations it can be verified that 


(2. 13) pi Up lage O<9<1). 
=e h HH h(h—l) 
Thus we have 
(2. 14) M,, = log 7 Bie 
aes | 


(2. 15) oh a k, ae he + ens 
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where |é,| < 4 and |é,|< ie A and B being constants not depending on n. 
Therefore 

ge, Datel ge Ci+i-k, — log Fs 
(2. 16) Ss. = aie + ey’ 


where |¢;"| <tego aay and L is a constant not depending on a. But, 


if n— oo, then Og and thus «/’’ +0. Hence 


Ch+1-Kp — log E 1 ¢: 12 
(2. 17) fimaP |e ee =a | Fat 
ur D n —k, 20 
nk,, oy 
Ki 


For brevity, let us introduce the notation g, ——, then, by virtue of (2. 17) 


‘na 
and taking into account that ae to ae —=o(/n), we have 
log slog wee o( fak 
qn q n 

it follows that 


on 1 
Ch+1—x, — log — 


ye aippuith 
) n> 2% 1—q \22 


As Cyt if follows from (2. 18) that 


SS og te 
a £ FE) , 


tes 2 
(2. 19) lim p(a,>F (gels) [ e-Fat. 
i- © “i eee 


But, in view of the mean value theorem of differential calculus, we have 
Wises \-q 
1-q a2 | — 
-2 mr Wilt 
(2. 20) rate, | )_ yale i] 
where lim #, = 1. 


a> 2 


It follows that 
21). <tim Plame as Nee a ee 
ae te ji oa \2z iM 
AO 


which was to be proved. 
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The statement of our theorem can also be characterized by that the 
q-quantile of a sample of size n in case of large n is approximately normally 
distributed around Q, i.e. around the q-quantile of the population, with the 

1 |/gd—q) 
F(Q) n 

In this way, by means of the sample median, an interval containing 
the median of the population with probability arbitrarily near to 1, can be 
given. In the special case of symmetrical, for example, normal distribution, 
the median of the distribution coincides with its mean and in this way we 
can estimate the mean value of the population. 

The theory of order statistics has a widespread applicability in the 
statistical quality control of mass production,” which is an important field 
of application of probability theory. Let us assume that a certain measurement 
of some engine parts produced on an automatic machine displays some 
small random fluctuations from specimen to specimen, therefore its value 
can be considered as a random variable. Let us suppose that, under standard 
manufacturing circumstances, the distribution function of this measurement is 
the (continuous) function F(x); to control the process of production, at regular 
time intervals we draw a sample of size n — e.g. of size 5. 

We take the considered measurement of the values of the sample and we 
mark them on a perpendicular straight line drawn across the abscissa corres- 
ponding to the point of time of sampling on the ,control chart“ and we mark 
their places with dots; the values of the sample will be placed automatically 
in order of magnitude. In order to detect any irregularity in the process of 
production (e. g: the displacement of the adjustment of the automatic machine 
or the attrition of certain parts of the producing machine etc.), we draw 5 
bands determined by parallel straight lines, giving intervals containing the 
least, the second, the third, the fourth, and the largest value, respectively, of 
the sample of size 5 at the same time with a given probability — e. g. 95°/y 
— under standard manufacturing circumstances. The determination of these 
intervals is very easy by what has been said above. In fact, if & denotes 
the k-th sample value in order of magnitude (k = 1, 2, 3,4, 5), then, as we 
have seen, we can exactly determine the individual and joint distributions 


of the variables 


standard deviation 


| 
, 2 108 Se k== 1, 2,.3,4:.9); 
ok log F(&_-«) ( ) 
The practical application of this method in quality control is dealt with 
by the Department of Mathematical Statistics of the Institute for Applied 
11 Cf. the work of L. I. Bracinsxy [26]; by means of the theory of order statistics, the 


calculations of Bracinsky which are not quite exact can be put in a precise form; in the 
practical application it is suitable to carry out the control charts on the basis of these 


precise calculations. 
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Mathematics of the Hungarian Academy of Sciences; tables needed for the 
use of the method are also prepared. 

We shall not continue the enumeration of theorems obtainable by means 
of this method, we only emphasize, that our method consists in deducing all 
these theorems, by means of (1.9), from the theory of limiting distribution of 
sums of mutually independent random variables. 


§ 3. Formulation of some new theorems concerning the comparison 
of the distribution function of a population and 
that of a sample drawn from it 


Hitherto we have only shown how our method makes it possible to 
prove certain well-known results of order statistics. Now we shall show the 
new results which can be obtained by means of the same method. 

A. N. KoLmocorov [6b] proved a fundamental theorem giving a test 
for the hypothesis that a sample has been drawn from a population having 
a given distribution. By means of this test we can infer to the unknown distri- 
bution of the population from the distribution of sample values.” Let us define 


Vs hk son, 


(3. 1) F(x) = a iftt Sectss Getiz 
1 eo ee 


i. e. F,(x) is the distribution function of the sample, in other words, the frequency 
ratio of the values less than x in the sample. 
KOLMOGOROV’s theorem is as follows: 


yk 2k: 
(3.2) lim P(/n — sup | F(x) —F(x)| < y) = p>. (—l)'e if y>0 
oe a atieivte 0 if y<o. 


KOLMOGOROV’s theorem therefore gives the limiting distribution of the sup- 
remum of absolute value of the difference between the distribution function 
of the sample and that of the population. This limiting distribution does not 
depend on the distribution function F(x) of the population which is assumed, 
for the validity of theorem, to be continuous. KOLMOGOROV’s theorem con- 
siders the difference |F,(x)—F(x)| with the same weight, regardless to the 
value of F(x); so e.g. the difference |F,(x)—F(x)|==0-01 has the same 
weight in a point x with F(x) 0-5 (where this difference is 2°, of the 
value of F(x)) as a point x with F(x) = 0-01 (where this difference is 100°/,! 
of the value of F(x)). We can avoid this by considering the quotient 


F,,(x)— F(x)| . : 
Fe instead of |F,(x)—F(x)|, that is to say, by considering the 


12 |. e. we can give confidence limits for the unknown distribution function. 
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relative error of F,(x). In this way, the idea arises, naturally, to consider the 


limiting distribution of the supremum of the quotient helo which 
characterizes the relative deviation of distribution function of the population 
and that of the sample. 

A theorem similar to that of KoLMOGoOROV’s was proved by N. V. SMIRNOV 
concerning the one-sided deviation of the sample and population distribution 
functions. SMIRNOV’s theorem is as follows: 

; = Vi—@ if y-> 0, 
ee Ee, ee Lee Fe)) <0) —)5 if y <0. 
We shall consider also the analogous problem for relative deviations. 

All these problems can be successfully solved by means of the above 
method. In the course of solving these problems a natural limitation is to be 
adopted: as F(x) takes on arbitrarily small values, it is not suitable to con- 
F(x) — F(x) F(x) — F(x) 

F(x) Pete 
in the whole interval —co <x<-+o, but to restrict ourselves to an interval 
X= x< + cc, where the abscissa x, is defined by the relation F(x.) =a > 0; 


the value of a, however, can be an arbitrarily small positive value. In §5 
we shall prove the following results : 


THEOREM 5. 


sider the supremum of taken 


or respectively 


‘ F,,(x) — F(x) i. 
(3. 4) jim P (Va sup Pet. y| Le 


ip 
|? sore 
5 
des 2 | estates ay > 0, 
0 


0 if y=0O. 


THEOREM 6. 


F(x) — F(x) 
F(x) 


<y|= 


(3. 5) lim P (va sup 
n “as F(x) 
eo ? pl ak ae hg 


4 < bk e 8 oy 


WU k=0 
OFit y= 0; 
We may consider the limiting distribution’ of the supremum of 


rns (x) , and of its absolute value taken in the interval x. =x=%, 
x ; 

respectively, where the abscissae x, and x, are defined by the relations 
F(x.) =a>0 and F(x,)=6<1(<a<b6<1). We then arrive at the 


following theorems. 
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THEOREM 7. . 
¥ NLD See) SM Bi Kod Ine 0] 
(3. 6) a P [/a Ph br Ae F(x) d 
Woe (Ver) 
n2 i t? 
nage J e 2 | e.2 dt du (—~<y< + ce). 
25 \ 0 
THEOREM 8. 
: =< F(x) —F(x) - |= 
hee i (1 a bi HE F(x) i : a 
(3. 7) _@h+1 a9 a) 
4 > Re ay’ . 
alias aS —1) Taree if y>0O, 
| Cvait ps0 
where 
Peat ig Saphe 
E, = Seria i} e du+o, 
v= 
1-b 


and 
a 
by —- Ok+) > 


= 


(1-b).@ 


2e 2(1-d) ; 
0 i} e 2” sin udu. 


SS eee 
2x) “oy ; 


These theorems provide tests for verifying the hypothesis that the sample 
(6, &,...,&.) has been drawn from a population of the distribution function 
F(x). The character of these tests consists in that they give a band around 
F(x) in which, if the hypothesis is true, the sample distribution function F,(x) 
have to lie with a certain probability and the width of this band in all points 
x being proportional to F(x) This band, however, is not a symmetrical one. 
To overcoine this difficulty, we apply the test twice, first to the sample 
(&,,&,..-,§) having the population distribution function F(x) and then to 


the sample (—&,, —&,..., —&,) having the population distribution function 
G(x) = 1— F(— x). In order to illustrate this, let us denote the distribution 
function of the sample (—&,, —&,..., —§,) by G,(x) and let A be the event 
that 
: a | Fn(x)— F(x) 
n sup | ———_——_ |<, 
VA SOD | o2 re 4 


and B the event that 


G,(x)—G(x) 


F,(x’)—F(x) 
G(x) 


n su 
V % ee... 1— F(x’) 


as F(x) 


<y, Wes “Van ps 
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finally, let us denote the simultaneous occurrence of A and B by C. Taking 
into account that 


P(C) = P(AB) — P(A) + P(B)—P(A+ B) 
and in case of occurrence A+-B we have obviously at the same time 
in sup Fn )— F(x)| <3 


0=F(@)= 


and this last event, by KOLMOGOROV’s theorem, has in the limit the probability 


(3. 8) K(y) my >; (—1)ke2ev, 


Therefore P(A+ B) = K(y) in the limit and in the same case 
P(C) = P(A)+ P(B)—K(y). 


The probabilities P(A) and P(B) are equal and their common value is 
given by (3.5). Thus the probability of the event that the sample distribution 
function F,(x) lies in the intersection of bands defined by the above two 
conditions corresponding to the sample (&,, &,...,&,) and (—&,—&,...,—6&,), 


respectively, is not less than 2t(y / ee eROP in the limit, where 


(Qk+1)2n2 
e ; ; 
iL (2) = va wea Np Ak 1) (z > 0) and K(y) is the function defined by (3. 8). 


Let us point out a most surprising corollary of Theorem 7. From the 
theorem (3.3) of SMIRNOV, we get 


(3. 9) lim PC _ sup (F(x) — F(x)) < 0) =0, 


i. e. the probability of the event that the sample distribution function does 
not exceed the population distribution function all along the _ interval 
—o<x<-+oo, tends to 0 as n— oo, From Theorem 5 it follows that 


(3.10) limP( sup (F,(x)—F(x)) <0)—0, 
Nn>ow tqSr<+an 


i. e. the same is true for the interval x,=x<- oo. On the other hand, by 
Theorem 7, 


ya 

a : b-a ie 

1 ( -> ses 

(3. 11a) limP( sup (F,(x)—F(x)) < 0)= Lye fe 2dtdu>O, 
u> oo er Sxzy - 4 . 

i. e. the probability of the event that the sample distribution function does 
not exceed the population distribution function all along the interval in which 
the value of F(x) lies between arbitrarily fixed values a and 6 (Q<a<b< 1), 
remains positive also in the limit. This result, obviously, is important also 


from the point of view of statistical practice. 


14 Acta Mathematica 
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The result that the limit on the left side of (3. 11a) is positive, was 
also proved by GIHMAN [16]; moreover, he obtained that 


(3.11b) lim P(_ sup (F,()—F(x)) <0) = arc sin jac—9). 


GIHMAN mentioned further that the result (3.11b) has been already known to 
GNEDENKO. The terms on the right sides of (3.11la) and (3.11b) are, of 
course, identical. This follows from the following consideration: the right side 
of (3. 11a) is nothing else than two times the probability of the event that 
a random point normally distributed in the plane (x, y) and having the pro- 


1 
> (tty?) 


bability density function ated , lies in the infinite sector O<x<+o, 


27 
a(i—b) 
b—a 


| =) 

2 arc tg |/ ————- = 

* 3812) Ooatts Ye Aor ei } Alm) 
2 0 b(1—a) 


Indeed, because of the circular symmetry of the normal distribution having 
1 
> @+y*) 


Va ya x , and this probability is equal to 


the density function <!—e 


ore , the probability corresponding to the infi- 
/ 


nite sector of angle @ is “peat 


Theorems 5—8 will be proved in § 5. First in § 4 we shall prove 
some auxiliary theorems which are of interest in themselves too. 


§ 4. Some new limiting distribution theorems 


Let a sequence be given consisting of the sets of random variables 
Salts Sa) 05s. 00) Supe (a= 1, 2,...) 
Let us assume that the random variables &,, have the expectation 0 and a 
finite variance, further, that the random variables having the same first index 
n (n=1,2,...) are mutually independent and satisfy LINDEBERG’s condition, 
that is to say, introducing the notations 


k Nn 
F,.(xX) = P(En,x<x); Sar = > & >» Bo=DS,, v= a Dé, x, 
v= k= 


we suppose 


oo 


ME,,x—= | xdF,, x(x) =0, 


and 
N 


vn 


(4.1) lim ap'>") forxtars 6) 20% aso, 


u+o By k=l) |S eR, 
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Concerning these sequences «satisfying the above conditions we shall prove 


the following theorems. 


THEOREM 9. 
oe 
(4. 2) lim P( max Sik << Bq) |Z fe eid los \ pa mer Wk 
“— OPM ifiercs 0: 
THEOREM 10. 
(4.3) lim P(, max |S,.x|<xB,)— 423 SRT if x>0,. 
olrest eG 
THEOREM 11. 
(4. 4) lim P(—yB, = min S,,x= max S,,.<xB,)= 
n>o@ 1=k=N,, 1=k=N,, 


(2k+1)2 n2 
x 


cb) a wo € y pulls aaah) hie 
2k+1 


ZU k=0 
O:sif eithery xS0).or .y.< 0. 


REMARK. In case yx, Theorem 11 reduces to Theorem 10. 


THEOREM 12. Let A, =D°S,,1,, with 1=M,<N, and 


inex =O and y=0, 


aa, aa 
hae B,. ae (0 = ‘ -. aE 
Then 
(4.5) lim P( max |8),%|<yB,)= 
n->D My <k=Ny 
: £ (2k+1)? n2 7» é 
PG oe eal au 4 i: 
—1) ————__ | 1—. —=— |e ?du+ if =D: 
Ja 2, ( Y Del an ig y 
y 
y 
PO uf .y=0 
where 
= +1) x 


Me 8 erie 
a i e” sinudu. 


on Yany 
ReMaRK. In the special case of M,—1 (i.e. for 40), Theorem 12 is 


identical with Theorem 10. £7 
' For the special case in which all the considered random variables &,x 
have the same distribution, Theorems 9 and 10 were proved by P. ERD6és 


14* 
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and M. Kac [22]. In the proofs of the above more general theorems, we 
modify their proofs inasmuch as we apply an ordinary (one-dimensional) 
limiting -distribution theorem instead of the multi-dimensional limit theorem 
used by them; this enables us to generalize their results. We shall use Theorems 
9—12 in § 5 to determine the limiting distribution of the random variables 
F,,(x) — F(x) F,,(x) — F(x) 
arisen. sar GO) tbat =? F(x) 
where F,(x) denotes again the distribution function of a sample of n mutually 
independent observations concerning the random variable § having a conti-_ 
nuous distribution function F(x) and further O<a<b=1. 
Let us turn to the proof of Theorem 9. Let us put 


P, (x)= PC max Sn, x <XBp). 


Let 7, 72,-++,%n,-.- be mutually independent random variables which are 
normally distributed with mean O and variance 1, and let us introduce the 
random variables 


= 2 tv (k=1,2,...). 


First of all we shall prove that for any ¢>O and for any positive integer k 
we have 


(4.6) lim P,(x) = P(max (6, bs, -- bx) < (x2) /B) — 3 
and wigs 
(4. 7) lim P,(x) = P(max (Gi, 6,,..-) S) <x VR). 


For, let m; be the least positive integer satisfying 


(j= 1,2,...,k). Obviously, 1 = m, Sm, 
the following variables: 


(4. 8) 5 is Sa, my) Ais = On, m:— Sn, my_4 U= 2; <4 eves k). 


J 
We can see easily that for any fixed / (j= 1, 2,...,k) the Lindeberg con- 
dition holds for the sequence 


(4.9) Em m;_yt1> z m;_yt2y sey & m; (n — 1, 2 Se . mY 


J- J at 


.=m,.—N,. Let us define now 


“2 Their method was generalized by M. D. Donsker [20b]. See further the papers by 
A. Watp [27], [28], and K. L. Cuuna [29]. They consider the limiting distributions of the 
supremum of the first n partial sums under the conditions that the variables have the 
same distribution and that the variables have finite third moments, respectively. CHunG 
gives for this latter special case an estimate for the remainder term also. Erpés and Kac 
remarked that their theorems can be proved under more general conditions. 
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Indeed, introducing the notation 


and using the relation 


eve sup DE, ,.—0 


n+® Dy, 1SkS=N, 
which trivially follows from (4.1), we obtain that, for any d > 0, 


1—d , 2 
(4. 10) a Bis Bj, s1 to m, if n>nj(d) 


holds. Thus for any ¢>0 


] ms 
3 : ld wen 
if n>n,(0), and & —e iy ae The Lindeberg condition is therefore actually 


satisfied by the sequence (4.9). Therefore, by the central limit theorem, 


«c 


2 
(4. 11) lim P(4s,;<xBy,,)—= A | € at (j=1,2,...;%). 
ND \2n 4 


But the random variables 4,,1, 4,,2,..-, 4n,~ are mutually independent and 


jpemlatte mall 
wi B mae (fae 1,2; 205) K)3 
hence 
04 Xe oe 
4.12 limP (“Bt < Higa 
(4. 12) olan aS Ok ya 
ay x] dtaicdt 
— ae] [fete 
i. e. 


Leoaaltys J= 1,2, .0.5 4) = 


(4. 13) jim P ( s - 
SS \J- oe? l2 = Bh, dt,; 


where the integration is to be eciin over the domain 7; defined by 
Te: {— 90 <tthte +h <xVkj j=1,2,...,k}. 

Hence we obtain 

(4. 14) Jim P( max, Sn, mj <XBn) = P( sina Ss <x|/k). 
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Let us put 
Q,,+ (x) =P.Comax Sa my < xB); 
1=jsk 


and let JT,,,(x) denote the probability of the event that S,,, is the first of 


the sums 5,7 (/==1;2,..s,1) Wich 18,2 X Beis €. let 
I, (0) = PS & XB max Sy eB. 
1Sj=r-1 


Obviously, 


Ny 
> ih, (x) = 1—P,(x) S 1. 
ral 
Let us suppose m;1<r= my; introducing the notations 
TT (x) = P(S,, yes cBax max Ours < Bal 2 5 | Sn, m;—Sn, a = €B,) 
ag boas 1sj=r-1 
and 
HA, (x) = P(Si,, = XBu; max Sy, j<XBu; |Sn,m;—Su,r| < @Bn). 
1=j=r-1 
we get evidently 
Th, +(x) = Ty r(x) + In (2). 
Let us apply TCHEBYSHEV’s inequality : 


H!0(3) = Ha o(2)P (| Su mj— Sir] 2 #By) Ma 92) 
& By 
and consider the relation (4.10); thus we obtain that 
a) ; 1+d. 
IT, »(X) = iT. »(x) &k ? 
therefore 
Np I+¢d Ny, 
(4. 15) 1—P,(x)=> 7,,,(x) S ary ei BES 
rl = = 
On the other hand, 
Nn ; 
(4. 16) 2, n(x) S 1-0, (ee) 
‘ r=] 


as from the relations 


Sh a = xB and [Sas m:— Sn, r| < éB,, 
it follows that . 


Sat ms =) (x —e)B,. 
Thus we have 


1+d 
I—P,(x) SS 4 1a a(x) 


Further, on account of the trivial inequalities P,(x) = Qn, «(x) (kK = 1, 2 
we obtain 


(4. 17) Qn, x (x —#)— ee = P, (x) S Q,, x(x). 


yee 


Ne 
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Comparing the above relation (4.17) with (4.14), we have just the desired 
inequalities (4.6) and (4. 7). 

Let us consider now the special case in which the variables &, , assume 
only the values +1 and —1, and 


PE.—+1)—PE.=—)—F (Ree 150 Ne en S812), 


Then é 
(4. 18) Pix) Hi 2 OY ile 
[>| ee ere 


1 
2 —n<v< [Vn] 


v=nmod 2 


(except if x//n is an integer) and thus from the Moivre—Laplace theorem 
we conclude that 


(4. 19) lim P, (x) = /2 J e Fat (x > 0). 
Therefore, as it follows from (4. 6) that 

(4. 20) Jim P(max (Gre Ge snes ce) < XY KR) = lim P,,(x +e) 

and from (4.7) that hes 

(4. 21) Jim P(max (61, S:, .. - &)< xk) = lim P,,(x), 

we have te = 


2 
Eo 


(4, 22) tim P(max (61,6, ..., Se) < x/H—|/2 | e 2dt (x > 0), 
0 
and, applying again the relations (4.6) and (4.7), we obtain (4. 2). 

The basic idea of this proof can be summed up as follows: we have 
pointed out that in case of a special choice of the variables & %, (4. 2) holds; 
from this, by (4.6) and (4.7), we have concluded that (4.2) is true also 
in case &,,.—= ,-where the variables 7, are normally distributed; hence, 
again by (4.6) and (4.7), it followed that (4. 2) holds also for any variables 
E,,, satisfying the conditions of the theorem. 

The proof of Theorems 10 and 11 is based on the same idea and, 
with suitable modifications, agrees step by step with the proof of Theorem 9. 

It is sufficient to prove only Theorem 11, because this, as we have 
seen, includes Theorem 10 as a special case. It is unnecessary to detail the 
first part of the proof, therefore we shall deal only with the second. 


Let us have again 
1° 
P(é...= +1)=P6,.=—-) =o (k= Lym ares 'F ky a= I, 2: a) 


and let us suppose that the variables &,,,x (k= 1,2,...,N, == 7) are mutually 
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independent. Then it follows by simple arguments, well-known in the theory 
of the random walk in the plane, that, if A= [x/n]+1 and B=[y/a]+1, 
then 


(4.23) - P(—y/n<Sar<xVn; k=1,2,...,n)= 
eS @ 
= > Uk + Pa (V2v(A4B)+k — V2y (4+B)-2B-k + UV_2v(A+B)+k — U_zy (A+B)4+24-k) 
-B<k<A v=1 
where 


‘ied ; 

nik\or if k=n (mod 2) 

so 
0 in all other cases. 


As, by the Moivre—Laplace theorem, 


ae 7 |r sea 


» Vac eaten 
CBr Pace ie 


by simple calculation we obtain 
(4. 24) dae a 


(2k+1)2 m2 
2 @ 2 sin(2k+1 
; (2k +1) =F 


Se een atari ie 


Similarly to the case of Theorem 9, it follows that the limit of the proba- 

bility on the left side of (4.4) is the same also in the general case. 
Theorem 12 can be derived from Theorem 11 as follows. Owing to the 

independence of Sy, and Sn,x—Sy, a, (K > Mn), by the relation 


PC) max. |S»,x] <¥Br)—= P(—yBu <(Sn,, + (Ss, 2—So,36.)) < YBa), 


My, <k=N 


we obtain, by ein of the theorem on total probability, that 
(4. 25) P( max |Six%|<y8,)= 
E =, 


My, < = 


° Sn, 
= P(—(+))Bu < Sun nay <= 2)B)aP [2% <x], 


As, in accordance ae our restrictions, Lindeberg’s condition is satisfied 


Sn, 
by the sums S,, x, Pony x, further, D(- B al pssbuncorergsies = there- 


fore (uniformly in x in al finite intervals) we have 


Sn, 4 1 ( es 1 wit 
(4. 26) tim P{— Hcxla te Fda |e ifr 
n> @ By 27d 27 
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Furthermore, by Theorem 11, considering the relation 
D Su, Joe, — Sn, m,) — jB— oe 
it follows that 
(4. 27) lim P(—(x+y)Bn < Sy, r—Sh, au, <(Y—X)Bn; k= 1, 2,..., 2) = 
_ QkH1P 22 (1-22) 
Ave By 
xt fh 2k+1 
Wii Vos OL. Y > 0 but: [x] > y. 
Therefore, finally, we obtain 


sin(2k-+1)a? >, if y>O and |x|=<y, 


(4. 28) lim PC max |S |< Bs) = 
n> GO My, <k= 
; (2k4+1)2 n2(1-A2) +y . x 
4 Ge By? x ae 


anaes ei. io 
Sey Sy grey ai sin(2k+1)a 


Hence, by simple calculations, we obtain Theorem 12. In fact, 


+y at 
ae. yx 
(4. 29) ines sin (2k+ 1) 2y qx = 
=9 
7 Lf, Qkt)id_y2 
ewwant [6 gala) $5 
== (<=] y? in Set Sees 
(—l)te Jan 


¥ 

a 
—< 

Now, since the integral of e ? on any closed curve vanishes, therefore, if 


a>O and 30 is real, then 


+a a= = a-ib ie -a _®8 a-ib 8 
Leolicras (tas Sista eect Ge se 
a vy ee cil Ae 
eres fin Tae 22 in \2a : \2x 
Led “eS 
5 2 o 
— een N eee ea sin av dv. 
' \2a \ 2x F ; 
Consequently, 
+y os 
sin (2k+ 1) 
Liza 
+1) — 
‘ (2h+1)?2 22A2 2 = aa 2 my aa 
es (2 By? ———— ae -+- ——— Salt as sin v dv 
(=e 2a 


¥a 
This completes the proof of Theorem 12. 
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§ 5. Proof of the tests analogous to those of Kolmogorov 
and Smirnov 


Let — be a random variable having the continuous distribution function 
F(x) and let &,&,...,§ denote the results of n independent observations 
for the value of & i.e. let §,&,...,§ be mutually independent random 
variables having the same continuous distribution function F(x). Let us denote 


the distribution function of this sample by F,,(x). 
We shall prove the theorems formulated in § 3 by means of the method 


exposed in § 1, using the theorems of § 4. 
Let us put —F(&) and t. =log further, 7;—F(&) and 
ik 


Cr—= Rx (6., &,...,5,). In this case the variables 7, are uniformly distributed 
in the interval (0,1) and their sample distribution function is 

G(x) = F.(F (x) 
where y—F' '(x) is the inverse function of x — F(y). But it is easily seen that 


F,.(x)— ) Gn (x)—x 
Sat su ae sup. ——"——_-,, 
( ) ens F(x) rap eye x 
therefore, instead of the variable on the left side of (5.1), we may consider 
the variable sup Cx) —> identical with it. The variables 7; — as we 


have seen — form a Markov chain. Further, we have seen that the variables 
Oi41 = (2—k) (Skx1 — St) are mutually independent and exponentially distributed 
with mean 1, ie 

P(d, < x)= 1—e™* (x > 0). 


We have also seen how the variables ¢ i—=log— 


~ may be decomposed in- 


to sums of mutually independent random vhitan tive vt means of the d,’s: 


—~oy wrasse F eo 

ti n + 1—j ‘ 
Let us turn to the proof of Theorem 8. First of all, it is easy to see that 
instead of the relation (3.4) it is enough to prove 


(5. 2) iim P [Yn sup Eabane <y|= | a : 


aSGy (er) 


Pa + 
nd 


(y > 0). 


For, if |G,(x)—x| Se, then from G,,(x) =a-+e it follows that x= G,(x)—e=a 
and thus 


sup Sere gy Go) x 
asx x G,, (x) =ate x 
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4 Gi 
i.e. from sup anes bop ie ‘it follows that sup etd ete re But if 
asx n Gy (x)= ate x n 
A, A’ and B are any events and ABCA’B, then 
P(A) = P(AB) + P(AB) = P(B)+ P(A’B) = P(B)4+ P(A’). 
Applying this inequality tothe case when A is the event sup Ce—~ Ta’ 
ax=z x n 
» is the aay ae =e, and, finally, A’ denotes the event 
G.(x)— | 


su 
ere Pe . Se 7 we obtain 
pee iG. x) (ete She 
Piya sup EO —* <y) = P(/G,)—x| >) +P (I sup GQ—X < y), 
a=x a+e=G,, (2) 


It can be similarly shown that 


P(i/n sup SI—¥ < y) = PCG.()—x| >0) +P sup HO—* <y) 


a-&SG,, (x) 
As 


it follows that if (5.2) is satisfied then 


w/t 
fim P(//a sup 0 - ys \/2 (ie 


n> wo aS=zx 


2 
lim P(ia sup C= <y} | = ( e ? dt. 
0 


Since « can be chosen arbitrarily small and the integral is a continuous 
function of its upper limit, it follows that 


WS 
lim P(Ynsu sup » IF < y| — / a J e? 
n>@ 0 


Therefore, (3. 4) actually follows from (5.2) and thus, to prove Theorem 8, 


it is enough to show that (5.2) holds. 
Further, we shall need the following relation: 


k 
(5. 3) Vn sup A a max [«_,) 


a=G,,(«) ansk=n \ Nk 


This follows from the fact that G,(x) is a constant lying between 7 and 


fis 


° 


and 


~4 
—_— 
a 
1 
“| 
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nisi, and so in any interval 4i<x< n+ the supremum of one = Bo 
is equal to 
Ls 
G,. (7% +9) — |i == ocean’ 
Nk Th 


Now, let us apply Theorem 9 to the sequence consisting of the following 
sequence of random variables: 

6;—1 . 

= : 22 6 os (EL He 

ey) U1 -+ A—a)] +1) 


this sequence satisfies LINDEBERG’s condition (and, moreover, even LIAPUNOV’S 
condition) if 0<a<1. Then, by (1.11), for any z>0, we obtain 


6.4) tim P{ | max [log-4—S +]< ‘Vo p-\s Zhe fa 


As in case of K=an and 0<a<1l, 


— 1 n 1 1 1—a | 
St = tog $+0(4) and | 2..2-| an +0(7). 


from (5.4) one concludes 


: k ; 
po eres 2 
(5.5) lim | max log < =). | ae dt; 
n> @ anSk=n Nk an tt 
0 


therefore, finally, introducing the notation yz /1—2, we have 


k 


coal - 
(5. 6) lim a(n max slasalenhe \eeap e 2 dt. 
n> anSk=n ¢ pa 
In view of (5.2) and (5.3), Theorem 5 follows from (5. 6). 


Let us now turn to the proof of Theorem 7. We may obtain the 
random variable 


(5.7)  t=Vn max (iog Sele 1) Jn max rd 
mskshn Ni 2, nah tn tet n 2 n+1—j 
as the sum of to independent random variables 7, and +, where 
— 7) 0;—1 

5. 8 pe in) Dy i as 
( ) =A y 1Sj wt l<Bn n + 1—/ 
and 

;  dj—1 
(5. 9) =n max ‘ 


an=nt+1-k Sdn j= in+1—j" 
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It is evident that in the limit 7, is a normally distributed random variable 


with the standard deviation | —— further, from the proof of Theorem 5. 
we can see that 


#2 


(5. 10) lim P(t, 6 <z) = \2 J e.2 ar (z >0). 
0 


Considering further that +, and r, are independent, it follows from (5.8) 
and (5.10) that 


. > i Sat bu2 #2 

(5. 11) lim P(t < ee e 2-2) J e 2 dtdu. 
u>@ ° cade ffs 7 

This completes the proof of Theorem 7. 


In the same way we can also prove Theorem 6. Here the relation (5. 3) 
is replaced by 


| : | 
oy pupae” eee Bax cor imag" EPA te eee 
a 12) Ah, SH. x Yin max n Nk Vk-1 
from which it follows 
k 
Vn max |4—1|/<\n_ sup Ga(X)—%) = 
(5. 13) anSkEn Nk a= G, (x) x 
& 
= 1 
=n max |;—1|+—=. 
omsak=n Nk a Jn 
k k k+1 k+1 
k a Te: n n 
ff Gt..<2 —1j/=—— —1< —— —1=|— —_ —]|; ff, 
SE te ng fy Nk Nk+t Net Test 
however, 7441 = J then in case k=an, 71 2a and thus 
| k k k+1 k+1 
Cientoyt ad the Mimi ele as EE |g 
Nk+1 Nk+1 Hitt = - ANK+1 Nk+1 an 
Consequently, in either case 
k |k+1 
GOR ee ra (k = an) 
Nk+1 Tike an 
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k+1 k 
and Mercealdei. Ae —! paiscenrncts a , we get 
fh & & 
Pare ft|)s am Bad, 
The limiting distribution of the variable 
& 
Fe a ie 
occurring here is identical with that of the variable 
n n+1-k 
Va max Joe se 25|— Va mex | 2 ata) 


which can be determined by means of Theorem 10. 


To prove Theorem 8, those steps have to be applied simultaneously 
which have- been used in the proof of Theorems 6 and 7; in this proof we 
shall use Theorem 12 instead of Theorem 10. 


The basic idea of the proof is as follows. The limiting distribution of 
the variable 


Oe 
is identical with that of the variable 
K 
x,=Vn max ee , 
anSk<obn| Mk 
and therefore it is identical also with that of the variable 
E 
VR max, Noe TeV mee | al 


Thus Theorem 12 is applicable, namely, since the values of the constants Ay 
and B, occurring in it, are as follows: 


1—b 1 l—a 1 
A, = ———— | eee 
| pe +o(] and B, or +o(4), 


dicta fy a i==0) 
suc! B,, 3 / ol —a) : 


therefore 
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and thus introducing the notation Sere, a i ak ai j’ we have 
lim P})/n sup 


j= re n+1—j 
n> oo ( aS F(xz)Sd y)= 


F,,(x)— F(x) 
— tim X +4, j- 
n—->oo Stee eis , | = y l—a B, 


F(x) 
(2k+1)? 22 1-a 


Sa rere ene) Bee eg 
=2 CN eS ee du +e4| 


where 


n= — e > sin u du. 
This completes the proof of Theorem 8. 


§. 6. Remarks on the limiting distribution functions occurring 
in Theorems 5—8 


The values of the limiting distribution function occurring in Theorem 5 
may be read from the tables of the normal distribution function. The values 
of the limiting distribution function occurring in Theorem 6 can be computed 


by substituting the values z—y / a into the function 


eae etczalcs 


At the end of this paper, we give the table of the function L [y / =, for cer- 


tain values of a. The curve of the distribution function L(y o can for 


certain values of a be seen on Fig. 1. 
The values of the limiting distribution function occutring in Theorem 7 


can be approximatively computed in the following manner: 
VW (VE 


u u24v2 
STE ae J <5 ia VE “2 dud 
(6. 2) F(y,a,)=1 | e ; e 2 dvdu v 


-@ 
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where 7 is an infinite triangular domain in the plane (u,v) defined by the 
following inequalites : 
=| SP bya 
| GRY babe ae 


Introducing the polar coordinates r=\u'+vr, g=are tg— we obtain 


Ss 
— 
S 
| 
2 
A 
& 
A 
a 
[| 
o 
lA 
} 


-a 


-~ — a 
6.4 ro.09—1 | (enters 


dp 


where tg @ = j= and O<e@e< 3 ; therefore 


ay? 
(6. 5) F(y, a, 6b) = — | [1—e 2 (1- van dp. 
As i 


(6.6) xi [-e0(— xi x paar] |e = [Ef Fe 


we have finally the following my expression : 


i (1—b) 
(6.7) F(y, a, n=l ii ar Po arch | ee 


It 


(1—R) 
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where 
Pel ay® a(l—b 
ee a) esa —cayaarg) 4P and e—are tg =D. 


If 1—6-~e is small, then R is, in most cases, negligible, except for extre- 
mely small values of y, since 


(6.9 R<e a= papnidall 
Eo) *P\— 30 —a) inte) P| 3G —b))- 

The values of the limiting distribution function occurring in Theorem 8 
can be approximatively computed in the following manner: it follows from 
the second mean value theorem of the integral calculus that 


Doing sis 1—6 | @e+y F 
Se Bin Miu 
(6. 10) Cl Say E J e ?’% sinudu|=s 
‘26 FAH / iach 
" b exp Cato) 
— — faay Boy" 


In this way, using the notation (6.1) the limiting distribution function 
occurring in Theorem 8 can be expressed in the following form 


ie liton eecdcn (cat 
(6. 11) 4 ily es (1-73 fe au) +4 
View 
where, as is seen, by way of a simple calculation. 
by® 70°(b—a) 
Qhe 20») 1 texp(— Baby ) 
(6. 12) Ape grea WOR etme er as 
a \V2my 1 sa) 
— exp |— ; 
8aby’ 


whence it is readily seen that if b is very near to 1, 4 is negligible. Observe 
that the first factor of the main term depends only on a, the second only 
on 6; this fact simplifies the computation to a great extent; namely, because 
‘we can obtain the first factor from the table of L(z), the second from the 
table of the normal distribution function. 
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K TEOPHM BAPHALIVOHHbIX PA/OB 
A. PEHbH (Bygzanewrt) 


(P e310 me) 


Llenb HacTOMUel! CTaTbH — H3I0>%KeEHHE HOBOrTO MeTOAAa, C NOMOLIbIO KOTOPOTO MO)KHO 
NPOCTbIM H CHCTEMATHYECKHM OOPasOM NOCTPOUTh TEOPHIO BAPHAWMOHHbIX PANOB WH AOKAsaTb 
Ppxa, HORBIX TeOopem. CyuIHOCTh MeTOMa COCTOHT B TOM, 4YTO HCCNeEMOBAHHE NPeMebHbIX pac- 
npene.ennit BeJMYHH, 3ABHCALIMX OT YICHOB BapvalHOHHOTO PpxAa CBOAMTCH K HCCICAOBAHHH 
Ppacnpenenenun yHKUWH OT CyYMM He3aBHCUMbIX CAYYaWHBIX BEMYHH. OTOT METOM HCXOQUT 
u3 (pakTa, KOTOPbIM Neppbim 3ameTHn A. H. KOAMOrOpoOB B cBoeH paboTte [6a], 4TO 
uJeHbl BapHalMOHHOTO pxga O6pasyroT uenb MapKosa. Bonee Toro, kak OKasan 
S. Malmquist, ecan gr (k = 1,2,..., n)—pacnonox*KeHHbIe B BOSPaCTaloWeM NOpsAAKe 4eHH 
aaementon £1-(kK = 1,2, ..., n) peeves O6beMa | NM W3 CTaTHCTHYCCKOH COBOKYMHOCTH C 
sid ey aes cpyHKuHen pacnpenenenne F(x) u = - F(&k) (k =1, 2,..., 2), TO BenwunHbl 


(5° | (kK =1,2,..., 2) aBnaIOTCA BMONHE HeE3aBHCHMbIMH H B HHTepBane (0, 1) paBHOMepHO 
Hk+1 


pacnpepeneHHbiIMH Cnay4aiiHbIMH BeNHYHHaMH, M NOaTOMy BenMYHHH f, = log yx o6pasyroT 
angutTuBHyto uenh MapKosa. Ipocroe ~oKasatenbcrso atoro qbaxta paHo B §1. §2 
COMEPKUT WBNOKEHHE NPHMeHeEHHA |TOrO qakTa K NpOCcTorO AOKAZaTeEMbCTBA HEKOTOPBIX 
U3BECTHHIX TEOPEM TeOPH BAPHALMOHHIX pALoB. B § 3 ccopmMyaupoBansi Cnenyroulne HOBbIE 
pe3yaAbTaTbl, NOAyYeHHbIe C NOMOLIbIO HOBOFO MeTOMA. 

Nyctb F,, (x) osHayaeT aMnUpHyeckyt byHKUMIO pacnpenenenna BEIGOPKH, T. €. NOIOX*KUM 


k 
Ue 68 adres maa ge Sa < Sh (kK =1,2,...,2—1), Fu(x)=0 ana x< és wn Fr(x)=1 


naan £} <x. Torna umeem 
Teopema 5. 


Ve 


f 2dt aa y<0 
. = Fi. (x) — F(x) (/2 fe ’ 
lm Piya s — 
oe) v Oc teres F(x) =) pas 
0 am ysxo. 
Teopema 6. 
(Q2k+1)? 22 (1-a@) 
4c ES Fn oe. 
pated (mel) 77 A> 0, 
lim Piva sup Fu (x)— F(x) < | Pe Be a 
i=? . O<eSF()S1 F(x) 
0 an ys. 
Teopema 7. 
5 Ver) _— 
lim PIVa su Fi (x)— F(x) ath ai 
> 2 oe F(x) <y = du 
ves 0 


—ceocy<c+too 
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Teopema 8. 


_ (2k+1pP a? (1a) 
: F(x) — F(x) 4< 8 ya 
lim Pin su oS) UE aghast Sf j\r f 
n->0 ‘ 0.-as 1 ee F(x) y 7 = ) 2k+1 = 
ain y=O, 
Dp a 
ge) Pg We ae 
-> e 2(i-> Spe 
rae et gee | e >du4+———— ef sin udu 
a /o(;*,) ‘ 


OTH TeOpeMbl, KOTOPbIe aHaNOrM4HbI H3BeECTHBIM Teopemam H. B. CmMupuHosba u 
A. H. Koamoroposa, jaiwT KputTepun ANA runoTes OTHOCHTeNbHO F(x), COOTB. AalOT 
AOBEPUTEABHBIE rpaHMe! AIA HEMBBeECTHOM cpyHKUMH F(x). 

Jloka3aTeabcTBO aTHx Teopem copepKuTcA B §5, wu ONMpaeTCH, KPOMe ynOMAHYTOrO 
MeTOAa, Ha HeEKOTOPbIX HOBbIX MPeACMbHbIX TeOPeM, H3MO%KeEHHbIX B § 4, OTHOCHTeBHO 
MaKCHMyMa 4aCTHbIX CyMM MOCNeMOBATeMbHOCTeH He3aBHCHMBIX CayyawHux BenM4HH. § 6 
COMepKUT HEKOTOPbIe 3aMe4aHHA OTHOCHTeAbHO BbIYHCICHHA MpepmeMbHbIxX dyHKUKH pac- 
npenenenus, durypapyrouine B Teopemax 5—8. B Konue craTH flaHa TaOAMUa 3Ha4eHHit 
@yHKUHH 

(2k+1P n2 


x 
L@=+ > (yte 82 ~=6orpme z=y aioe 
k= 


WIA pasqM4HbIx 3HayeHHH OT y HQ. 
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EINE BEMERKUNG ZUR KONVERGENZFRAGE 
DES LAGRANGESCHEN INTERPOLATIONSVERFAHRENS 


Von 
GEORG ALEXITS (Budapest), Mitglied der Akademie 


1. Bezeichne p(x)=O eine im endlichen Intervall [a, 6] definierte 
L-integrierbare Funktion. Sie bestimmt bekanntlich eindeutig ein System 
{P,,(x)} von normierten Orthogonalpolynomen, wo P,,(x) genau vom Grad rn 
und der Koeffizient von x” positiv ist. Wahlen wir die Wurzeln Xn1, Xna,..-, Xnn 
von P,(x) als Grundpunkte der Lagrangeschen Interpolation und bezeichne 


P,,(x) 
Pr(Xx) (X—Xx) 


ha(X) = 


die n-te Grundfunktion, ferner 
Lif X) = 2 fXn)bux(X) 

das n-te Anndherungspolynom dieses Interpolationsverfahrens. Wir wollen 
im folgenden das Konvergenzproblem des Lagrangeschen Interpolationsver- 
fahrens durch eine kurze Bemerkung vom Standpunkt der Theorie der Ortho- 
gonalpolynomentwicklungen erldutern. 

2. Es ist bekannt, daB die Konvergenzfrage der Interpolationspolynome 
L,(f,x) engstens mit dem Problem der Gréfenordnung der Lebesgueschen 
Funktionen 


An (x) = 2 \dox(2)| 
zusammenhingt. Um diese zu untersuchen, setzen wir zundchst 
Enx(X) = Sign [nx (x), 
ferner 


Q,(t, x) = > Eni (x) Lac (t). 


Bei festem x ist Q,(t,x) ein Polynom (n—1)-ten Grades in f¢ und offen- 
sichtlich gilt Q,(¢, x) = 4.(x), daher kann A,(x) in der Form 


b 
n-1 


Au(x) =| PC Qu(t x) & Pura) at 
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dargestellt werden. Daraus folgt durch Anwendung der Buniakowski—Schwartz- 
schen Ungleichung : 


b 


[AF = | pOLQut OR at f p(t) S Pump. at 


Das erste dieser Integrale kann nach einem Resultat von GRUNWALD und 
TuRAN ' den Wert 


Lb 
C aa} p(tjat 


n=1 - 
nicht iibertreffen, wogegen das zweite den Wert > [P,(x)]? hat. Folglich 
= k=0 
besteht die Abschatzung 


n-1 


(1) A,(x) = CD [Px(xDF 
k= 
Aus dieser ergibt sich unschwer der folgende Satz: 
Verschwindet p(x) héchstens in den Punkten einer Nullmenge und erfiillt 
f(x) in [a, 6] eine Lipschitzbedingung «-ter Ordnung mit «> a so konver- 


giert die Folge der Lagrangeschen Interpolationspolynome L,(f, x) in [a, 6] 
fast iiberall gegen f(x). 

Unser Satz folgt auf bekannte Weise, wenn es uns gelingt zu zeigen, 
da in [a, 6] fast iiberall 4,,(x)—o(n*) besteht, was nach (1) mit der Be- 
hauptung gleichwertig ist, daf in [a, 6] fast iiberall die Abschatzung 


nl 
(2) > [Pi (xP = 0(n*) 
gilt. Wegen der Normiertheit des Systems {P,(x)} erhalten wir zunichst 


hb 
3 ( POMPOF yg, $1 
J) klogh 6 klog mh <* 


Daraus folgt nach dem B. Levischen Satz? iiber Folgen L-integrierbarer Funk- 
tionen die Konvergenz in [a, 6] fast tiberall der aus den Integranden gebildeten 


Reihe, woraus sich nach einem oft gebrauchten Kroneckerschen Lemma® in 
[a, b] fast tiberall 


vel 


> PCs) IPA(2)] = 0(n (log 1)" 


1G. Grinwatp und P. Turdn, Uber Interpolation, Annali R. Scuola Normale Pisa, 
(2), 7 (1938), S. 137—146. 


a Pibe F. Riesz—B. Sz.-Nacy, Lecons sur Vanalyse fonctionnelle, I. Aufl. (Budasest, 
1953), S. 36. 


3 Vgl. A. Zvamunp, Trigonometrical series (Warszawa—Lwow, 1935), S. 255. 
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ergibt. Da nach Annahme p(x) hdéchstens in den Punkten einer Nullmenge 
verschwindet, kann man fiir fast alle x mit p(x) dividieren, woraus man in 
{a, 6} fast iiberall 


> (PGE = o(n (log n)) 


erhalt. Wegen «> - ist aber n (log n)'** = o(n**), womit die Richtigkeit der 


Beziehung (2) und mithin auch unser Satz bewiesen ist. 


2. BEMERKUNG. Die Annahme, dap p(x) nur auf einer Nullmenge ver- 
schwindet, ist mit der Vollstindigkeit im Raume L>\.) des Polynomsystems 
{P,,(x)} dquivalent. 

In der Tat, ware p(x) 0 in den Punkten einer Menge M von positi- 
vem MaB, so wiirden alle Entwicklungskoeffizienten der Funktion f(x), welche 
in M identisch 1, sonst O ist, verschwinden, also kénnte {P,(x)} in Lee 
nicht vollstandig sein. — Sei nun umgekehrt p(x) = 0 héchtens in den Punkten 
einer Nullmenge. Dann ist mit dem System {x"} auch das System {J/p(x)x"} 
vollstindig im Raume L®. Orthogonalisiert man das System {|p(x)x"} mittels 
des Schmidtschen Verfahrens, so ergibt sich das Orthogonalsystem {|/p(x)P,,(x)}, 
welches somit in L? vollstandig ist, also kénnen fiir ein g¢€L* und g(x)>0 
in einer Menge von positivem Maf nicht alle Momente 


1, = | g@VPR)P. (ax 


verschwinden. Ist nun f(x) eine beliebige L’,«)-integrierbare Funktion, die in 

einer Menge von positivem Ma von Null verschieden ist, so ist g(x) = 

—p(x)f(x) eine L-integrierbare Funktion, daher kénnen nicht alle Momente 
b 


ten = | pS). (ax 


verschwinden, was eben die Vollstaéndigkeit in Liq des Systems {P,,(x)} 
bedeutet. 

3. SHOHAT,‘ ferner GRUNWALD und TURAN’ haben den Satz bewiesen, 
daB {L,(f(x)} in jedem ganz im Inneren von {a, 6] liegenden Intervall / 
gleichmabig gegen f(x) konvergiert, wenn in [a, 6] die Beziehung p(x)=m>0 


. ] 
besteht und f(x) eine Lipschitzbedingung «-ter Ordnung mit «> a “ erfiillt. 


Dieser Satz laBt sich — sogar in einer etwas verscharften, lokalisierten Form 
— aus der Abschatzung (1) herleiten: 

Ist [a, 2] ein beliebiges Teilintervall von [a, 6] und ist p(x) =m>O0in 
[a, 8], geniigt ferner f(x) in [a, 6] einer Lipschitzbedingung «-ter Ordnung mit 


4]. SHonat, On interpolation, Annals of Mathematics, (2), 34 (1933), S. 130—146. 
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a> > so konvergiert {L..(f, x)} in jedem ganz im Inneren von [a, 8] lie- 


genden Intervall I gleichmadpig gegen f(x). 

Unsere Behauptung ist ausgiebig bewiesen, wenn wir zeigen, da6 in / 
gleichmabig .1,(x) = O(\n) gilt. G. FreuD® hat aber aus p(x) =m>0O in 
[¢, ?] das gleichmafige Bestehen der Abschatzung 


n-1 


= [P«(x)]* = O(n) 


in jedem ganz im Inneren von [e,?] liegenden Intervall / hergeleitet. Aus 
(1) folgt somit in / gleichmaBig 4,(x)=O(\n) und unsere Behauptung ist 
bewiesen. 


(Eingegangen am 2. November 1953.) 


5 G. Freup, Uber die starke (C, 1)-Summierbarkeit von orthogonalen Polynomreihen, 
Acta Mathematica Acad. Sci. Hung., 3 (1952), S. 83—88. 


K BONPOCY O CXOJMMOCTUH METOJA UHTEPNOJMPOBAHHA 
JIATPAH}KA 


lr. AJIEKCHY (Byganewr) 


(Pe310 Me) 


Nlyctb p(x)=0 3aqaHHaa B KOHEYHOM NpoMexyrTke [a, 5] L-wurerpupyemas cpyHkuHst. 
a {Pn(x)} oproronanbHaa CHCTeMa MHOTOWeHOB, ONpeseneHHad BeCOM p(x) OMHOsHA4HO 
Bni6epem B Ka4eCTBe y310B HHTepnonupoBanna JlarpawKa KOPHH Xn1, Xn2,..., Xnn MHOFO- 
ujena P,,(x) 4 0O603Ha4YHM Hepes 


Lif, X) = > F(Xnk) Ine (x) 
k=1 


n-bii NOAMHOM JlarpaHxa, NPHHaAIEKauMit HENpepLIBHO! B npomexyrke [a, 6] cdbyxuxunn f(x) 
CXOAMMOCTh KOTOPOPO KaK H3BECTHO ONpefenAeTCA NOPAAKOM BeAMYHHEI cpyHKunit JleGera 
An(x) = >” |b) |. 


Le | 
C noOmMOulbto NpocTo OUeHKH aTOrO nocneqHeroO NONyYaroTCA CnepyoulHe ABE TEOPeMbI : 
1. Ecnn p(x)=0 ne Gonee, 4em Ha MHOMKECTBE Mepbi Hyjb, TOrMa Ln(f, x) cxoguTca 


k f(x) nocrh Bciony Ha oTpesKe [a, b], ecan TOABKO f€Lipa, ryea>—. 


2 
2. Ecau p(x) =>m >0 u yactu [a, 8] npomexytKa [a, 6} « f(x) yaosaetsopser B [a, 5] 
ycaosnio JInnumuya Cc noKasaTenem a > > Tora Ln(f, x) cxonutca K f(x) paBHOMepHO B 


K@KAOM TIPOMEXKYTKE, UEAMKOM Ae *KAaUeM BHYTDH [a, 4]. 
NocaeaHuit pesyantrat aBaaeTCA HECKOABKO G6onee OCTPOH AOKaNbHOH OopMOkK OnHOH 
Teopembr Lloxara, [pwnspanbana u Ty pana. 


SUR UNE EQUATION DIFFERENTIELLE D’ORDRE n 


Par 
CHRISTO KARANICOLOFF (Sofia) 
(Présenté par E. EcervAry) 


Nous mous proposons de donner une méthode pour déterminer au moins 
une solution — valable dans un voisinage du point singulier z 0 — de l’équa- 
tion differentielle d’ordre n(>1): 

d"w 
1 
( ) dz" =f, ZW ; 


p désigne une constante arbitraire positive; f(z, u) est une fonction analytique 
de z et u dans les domaines: 
(2) Giizj=R34 Gy lulsR=R: 
(z =erle étant la valeur principale de logz; R — constante positive. ) 
REMARQUE. Lorsque p est un nombre entier =0, le point z—0O n’est 
pas singulier et l’on peut résoudre |’équation (1) par les méthodes classiques, 
par exemple, celle de FroBenius [1]. C’est pourquoi nous supposerons que 
la constante p est une fraction ou bien un nombre irrationnel. 
D’aprés nos hypothéses la fonction f(z, uv) peut etre développée en série 
de la forme: 


(3) f(z, 4) = Sau! (u = 2"), 


valable pour Panis couple z,u de G, G,. 
En vertu des inégalités de CAUCHY 


Jan(2)| = Ona 2ien) 


nous avons pour chaque z€G et u€G, 

(4) | |a,(z)u*| =|a.(z)|Rt =M (k=0, 1, 2,...); 

M étant le maximum de |f(z, u)| lorsque u décrit la circonférence ju| = R,. 
On peut essayer de satisfaire a l’équation (1) en remplacant w par une 

série de la forme 


(5) w(z) = > Cy (z)2"". 
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En égalant les coefficients de z”” (v =O, 1, 2,...) dans les deux membres 
de (1) on obtient le systéme d’équations suivant: 
(n) 


Co — = Alo 
(c, 2?) = (Aye, + a, 6) 2” 
(A) (c 2? oes - st se aC, AE palit 


ta yen = raz Top QCK-1 ai uf Qy.Co) 2?" 
pour la détermination des inconnues c,(z). 

Si nous divisons par z’*(k=0,1,2,...) les équations du systéme (A), 
nous obtenons des équations du type fuchsien et par conséquent on connait 
les méthodes de leur résolution [2]. Il faudrait ensuite étudier la convergence 
de la série (5), ce qu’on ne peut pas voir directement. 

Pour résoudre cette question nous procédons de la fagon suivante : 

1. Nous choisirons deux constantes arbitraires positives r et o satis- 
faisant aux conditions: 


(6) r=R SX (O<e<1). 
2. Nous donnerons aux équations (A) la forme suivante : 
| ch” = apCq | 
7) Sapial yet ar k=1,2,3,... 


Fi, = (1 Cg-1 + Q2Ck-2 + +++ + ay Co)2”* \ 
et poserons 
Cr Z* — Uy (k=0, 1, 2,...) 


ce qui conduit aux équations 

(8) uy” = a.(z) ux, + Fy (k=0,1, 2, 2:3 Fe Oe 
L’équation (8) est une équation linéaire en u, avec second membre (F;). 

Nous pouvons déterminer n intégrales particulitres: U,(z), U,(z), ..., U,(2) 

— linéairement indépendantes — de |’équation homogéne 


(9) ue) — a,(z)u 
et par conséquent 
b=utn: u= = CU; (2) (C,— des const. arbitraires), 


7, étant une intégrale particuliére de l’équation (8). 
On peut déterminer x, par la méthode de LAGRANGE en posant: 


(10) Ue = Pur (Z) Ui (Z) + Hr2(z) Uo(z) + +++ + @in(z) Un(2). 

Ainsi nous obtenons |’équation: 

(11) v(z) = = > U2) Aaldt (k= 1, 2, 3,...) 
dans laquelle : ‘ 
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1. 4 désigne le déterminant de WRoNnSKI: 


| U,(2) «+» U,(2) 

(2 oe 

usr... ye? 
qui est égal 4 une constante 4-40, car le coefficient de U” dans (9) est 
égal a zéro et les fonctions: U,, U.,..., U, sont linéairement indépendantes ; 


2. Ma(t) désigne le déterminant obtenu en remplacant dans A(t) les 
éléments de la A-iéme colonne par: 0,0,..., Fi, (K=1, 2, 3,...; 4=1, 2,..., 0); 

3. les intégrales (11) sont prises sur le segment: 

fe=Os f= 25°27 K: 

4. On sait que les intégrales U,(z), U2(z),..., Un(z) de l’équation (9) 
sont des fonctions holomorphes de z dans le cercle de centre l’origine O et 
de rayon R’ égal a la distance de O au point singulier de a,(z) le plus 
rapproché de O. Par conséquent la région K ci-dessus est |’intérieur du cercle 

<R’ avec la coupure rectiligne joignant les points z—0O et z——R’.. 

Donc, on aura la solution suivante du systéme (7) ou (A): 


(12) c.2* = 0° U,(z) + 52 U;(2) | alta ree Ol 2} 


(401 = Soo =... = 4on = 0, car Fy =0). 

(On sait que si U,(z) est une solution de l’équation (9), la fonction 
CU,(z) est aussi une solution de la méme équation. Dans la formule (12) 
nous avons choisi pour la constante C la valeur spéciale: 0%.) 

Comme les fonctions: U,(z), U,(z),..., Un(z) sont holomorphes dans 
le cercle |z|<R’, on peut affirmer que dans la région |z| = R”< RF’ elles-mémes 
et leurs dérivées d’ordre « (uO, 1, 2,...,2—2) sont barnées: 

(13) |U,(2|=P (P>0; u=0,1,...,n—2; v=1,2,...,n) 


(a4) U2) = |eol@)|< > <N 


(N>0; s>1; s sera choisi convenablement). 
Nous désignons ensuite par 6 un nombre positif qui est soumis aux 


conditions : 


4 - 
O a Se i eal 
(15) in raneee in—1y"2 ’ | 
(16) 6<min(R’, r'”) | 


et par L le domaine circulaire |z|<d qui est coupé suivant le segment: 
z2=0,z=—— 0d. : 
Toutes ces hypothéses admises, nous allons démontrer la convergence 
de la série (5) pour chaque valeur de z appartenant au domaine L. 
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Dans ce but nous allons nous baser sur la méthode de l’induction 
mathématique et nous montrerons pour chaque z de la région L la validité 
des inégalités 
(17) |c.2?*|< Nok (k== 0, 15-2, 3) 233) 

D’abord, il est évident que l’inégalité (17) a lieu pour k=O, parce 
que dans ce cas elle est identique a (14). 

En supposant que |’inégalité (17) est vérifiée pour k—O, 1, 2,...,m—1, 
il faut prouver qu’elle est également vraie aussi pour k—m. Cependant, il 
est nécessaire dans ce but d’établir au préalable |’exactitude d’une inégalité 
auxiliaire (v. (19)). 5 

On déduit de (4) et (6): 


\a,(z)2”*| < jaxte-(24) <M 


ou bien (lorsque z appartient a la région |z|<r'” et par conséquent a la 
région L): 


k 
(18) lair sm($) 
De méme, pour chaque z de la région L, on a: 
|ax(z)z?*| =|a,(z)|r* 
ou bien, en vertu de (18), on déduit: M1 
k 
(19) lax(2yzr| = m-(£] 


ce qui représente l’inégalité auxiliaire désirée. 


Enfin, en nous servant des inégalités (13) et (19) nous obtenons (pour 
chaque z de la région K et par conséquent de L): 


(20) | A» (z)| = M-N-P” 'V(n—1) 1" jeotbe t+pe<? 


<M.N.P"*.\(n—1y"1.ok; k=1,2,...,m; v==1,2,...,2. 
Il s’ensuit de (20) et (12) que 


eel ae ie 1 “ ; 
Jemz™| = |@"-Ui(2)|-+ rp Uol2) | orto (m=0,1,2,...) 
ou bien (d’aprés (1a)y 
(21) ~ lemzm| <em [4 a er" gl. 


* D’aprés l’inégalité bien connue de M. Hapamarp sur les déterminants 
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Mais, suivant notre hypothéses pour d [(15)], il est toujours possible 
de choisir le nombre ne de sorte que l’on ait: 


ak M.-P" nV (n—1)"" 
Lae id J=1, 
Le nombre s défini, l’inégalité (21) devient: 
[Cm 2? |< N-o™ (0<e<}), 


et elle a lieu pour chaque valeur de z, appartenant a L et pour m—0,1,2,.... 
Mais tout cela démontre que la série (5) est uniformément convergente pour 
chaque z de L, c.q. f.d. 
D’une fagon analogue on peut résoudre dans un certain voisinage du 
point singulier z—O des équations différentielles de la forme: 
Tet dhe) 2—0 (n>) 


(p>0; f(z, u) étant des fonctions analytiques par rapport a z et par rapport 
a u dans deux domaines, contenant resp. le point z—0O et u—O). 


REMARQUE. On démontre facilement que les fonctions c,(z)z’” sont 
holomorphes dans la région L. On en déduit (d’aprés un théoréme classique 
de WEIERSTRASS) que la série (5) peut étre différentiée — ce que nous 
avons déja fait pour écrire le systéme (A). 


(Recu le 9 avril 1952.) 


Littérature 


[1] E. Ince, Ordinary differential equations (New York, 1944). 
[2] L. Fucus, Journal fiir reine u. angew. Math., 66 (1866). 
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OB OJIHOM JIM®®EPEHLIVAJIBHOM YPABHEHMA n-OFO MOPAAKA 
XP. KAPAHHKOJIOB (Comus) 


(Pe3w Me) 


B nacroauyem pa6ote aBTop faéT MeTOR (IM HaXOXKeHHA XOTA OMHOFO pewieHus Cre- 
Ayloulero ypaBHeHnus : 
d"w 
(1) dan S27) m, 
rye p O3HayaeT OAHY NOAOKUTeNHyIO KOHCTaHTy; f(z, u) — aHanuTH4eCKan cbyHKUMA OT Z 
HW UB OOnacTAX: 
(2) G: |z|SR; Gy: |uJ SR, =—R? (u=z?; R>O). 


Pemenne uMeeT BHI: 


ee) 
w= > c,(2)2”” 
r—) 


WU ABAACTCA AHANMTHYECKYHO PyHKUMIO B HEKOTOPOM Kpyre BOKpyr TOUKH z= 0. 


UBER DIE HILBERTSCHE BEGRUNDUNG 
DER HYPERBOLISCHEN GEOMETRIE 


Von 
PAUL SZASZ (Budapest) 
(Vorgelegt von G. Hajos) 


D. HILBERT’ hat bei seiner neuen Begriindung der hyperbolischen 
Geometrie der Ebene auf die Stetigkeitsaxiome verzichtet, und die Existenz 
der hyperbolischen Parallelen, die durch einen Punkt zu einer Geraden gelegt 
werden kénnen, als Axiom vorausgesetzt.* Nach seiner Erklarung bestimmt 
jede Halbgerade ein Ende; von allen Halbgeraden, die zueinander hyperbolisch 
parallel sind, sagt man, da6 sie dasselbe Ende bestimmen. Die Enden sind 
also mit anderen Worten die unendlich fernen Punkte der Ebene. Auf Grund 
des genannten Axioms, besitzt eine Gerade stets zwei Enden. Nach dem 
Beweis einiger grundlegenden Tatsachen der hyperbolischen Ebene, definiert 
D. HILBERT* nach beliebiger Wahl der Enden 0,1, die Addition und 


1 D. Hitpert, Neue Begriindung der Bolyai—Lobatschefskyschen Geometrie, Mathe- 
matische Annalen, 57 (1903), S. 137—150, oder Grundlagen der Geometrie, 7. Aufl. 
(Leipzig und Berlin, 1930), Anhang Ill. S. 159—177. 

2 Es sei hier bemerkt, daB dieses Axiom IV von D. Hiusert (a.a.O., S. 139—140 
bzw. S. 162) durch eine schwdchere Voraussetzung ersetzt werden kann, die in den 
nachstehenden zwei Axiomen ihren Ausdruck findet. 

IV,. Es seien P,Q zwei verschiedene Punkte in der Ebene und QY eine Halbgerade 
an der einen Seite der Geraden PQ. So gibt es stets eine Halbgerade PX an derselben 
Seite von PQ, die QY nicht schneidet, wahrend jede im »QPX gelegene innere Halbgerade 
PZ die Halbgerade QY schneidet (siehe die beigelegte Figur). 


Pp x 


Q 


La) 


IV,. Es gibt eine Gerade gy und einen nicht auf ihr liegenden Punkt Py der Ebene 
derart, da durch Py zwei verschiedene Geraden gelegt werden kénnen, die g, nicht schneiden. 
3 D. Hivpert, a.a. O.', §§ 2—3. 
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Multiplikation der Enden und gelangt zum Ergebnis, daB fiir die Rechnung 
mit Enden die namlichen Regeln gelten wie fiir die Rechnung mit gewdhn- 
lichen Zahlen. Er schlieBt seine Abhandlung mit folgenden Worten: 

,Nachdem wir erkannt haben, daf& die Gleichung des Punktes in Linien- 
koordinaten eine lineare ist, folgern wir leicht den speziellen Pascalschen 
Satz fiir das Geradenpaar und den Desarguesschen Satz itiber perspektiv 
liegende Dreiecke sowie die iibrigen Satze der projektiven Geometrie. Auch 
sind dann die bekannten Formeln der Bolyai—Lobatschefskyschen Geometrie 
ohne Schwierigkeit ableitbar, und damit ist der Aufbau dieser Geometrie mit 
alleiniger Hilfe der Axiome I—IV_ vollendet.“ 

In vorliegender Note wird nun in aller Kiirze gezeigt, daB bei dieser 
Vollendung die projektive Geometrie vermieden und der Aufbau mit ganz 
elementaren Hilfsmitteln durchgefiihrt werden kann. Zu diesem Zwecke wird 
zunachst die Aquivalenz der hyperbolischen Geometrie der Ebene mit der 
bekannten Bildgeometrie von H. POINCARE‘ auf der euklidischen Halbebene 
erwiesen,® und sodann die Herleitung der von der Stetigkeit unabhangigen 
Grundgleichungen der hyperbolischen Ebene angedeutet. 


§ 1. Die Aquivalenz der hyperbolischen Geometrie der Ebene 
mit der Poincaréschen Bildgeometrie 


Aus dem Korper der Enden werde eine euklidische Ebene konstruiert, 
deren ,,Punkte“ also die Paare (a, 8) sind, wobei « und £ je ein beliebiges 
(von co verschiedenes) Ende bedeuten. In dieser euklidischen Ebene gilt 
auBer der Hilbertschen Axiomgruppen I, II, III und dem euklidischen Paral- 
lelenaxiom auch das KAreisaxiom,® da doch im Kérper der Enden die Quadrat- 
wurzel eines jeden positiven Endes existiert. 

Die hyperbolische Ebene sei nun eineindeutig auf die euklidische 
Halbebene #>0 abgebildet, und zwar in folgender Weise. 


4 Vgl. H. Poincaré, Théorie des groupes fuchsiens, Acta Mathematica, 1 (1882), S. 
1—62, besonders § 2, S. 6—8. Da wir auf die Stetigkeitsaxiome verzichten, so muB auf der 
zugrunde gelegten euklidischen Ebene auch das Kreisaxiom vorausgesetzt werden, laut 
welchem irgendein Kreis von jeder Geraden geschnitten wird, der einen Punkt im Innern 
dieses Kreises hat. Ubrigens kann diese Bildgeometrie in trivialer Weise vollstandig elementar 
dargestellt werden, ohne Beniitzung komplexer GréBen. 

5 Ganz anders geht zuwerke B. KerékjArto, A hiperbolikus sikgeometria felépitése 
(ungarisch), Matematikai és Természettudomdnyi Ertesité, 59 (1940), S. 19—59, oder Nou- 
velle méthode d’édifier la géométrie plane de Bolyai et de Lobatchefski, Commentarii 
Mathematici Helvetici, 13 (1940), S. 11—48. Hier wird geradezu die Identitat der hyper- 
bolischen Geometrie der Ebene mit der Poincaréschen Bildgeometrie einer, auf der hyper- 
bolischen Ebene selbst gedeuteten euklidischen Halbebene bewiesen, auch ohne Annahme 
von Stetigkeitsaxiomen. 

® Siehe unter Fu6note 4. Infolgedessen nehmen die Winkelfunktionen sin x und cos x 
(die auf Grund der Hilbertschen Streckenrechnung euklidisch erklart werden kénnen) jeden 
Wert an, der seinem Betrage nach <gl ist. 
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Ein jeder Punkt P der hyperbolischen Ebene kann durch eine Gleichung 
(1) (ME +4) (uy ta4y=—1 (u > 0) 
charakterisiert werden,’ wobei &, 7 die Enden einer beliebigen, durch P 
gelegten Geraden bedeuten, ausgenommen natiirlich diejenige Gerade, die P 
mit dem unendlich fernen Punkt oo verbindet. Der Schnittpunkt O der beiden 
Geraden mit den Enden 0, ~© bzw. —1,1 wird speziell durch die Gleichung 
§)——1 charakterisiert. Umgekehrt ist durch eine Gleichung von der Form 
(1), bei beliebiger Wahl von u»>O und 4, stets ein Punkt charakterisiert. 
_ Werden aber in der euklidischen Halbebene @ > 0 iiber jede Strecke, die zwei 
Punkte (&, 0), (7],0) der Abszissenachse verbindet, Halbkreise geschlagen, so 
sind mit der Gleichung (1) diejenigen Halbkreise charakterisiert, die durch 


den Punkt pat 4 dieser Halbebene hindurchgehen. Das erhellt aus dem 


Umstand, daB die durch den Punkt (0, 1) gehenden Halbkreise offenbar durch 
die Gleichung 7 ——1 charakterisiert sind. Werden nadmlich die Streckung 
in Bezug auf den Ursprung (0, 0) 

wd=ua, & =u8, 
und die Parallelverschiebung langs der Abszissenachse 

a—=ath, f—8, 


nacheinander ausgefiihrt, so geht dieser Punkt es 4) in (0,1), und die 
Gesamtheit der die Abszissenachse orthogonal schneidenden Halbkreise in 
sich selbst iiber. Die geplante Abbildung der hyperbolischen Ebene auf die 
euklidische Halbebene @>O besteht nunmehr darin, da& wir den Punkt P 
mit der Gleichung (1) auf den Schnittpunkt derjenigen Halbkreise abbilden, 
rey 

die ebenfalls durch (1) charakterisiert sind, d.h. auf den Punkt |-4, +). 

Das Bild einer Geraden mit den Enden &, 7 ist offenbar ein Halbkreis, 
der iiber die Punkte (6,0), (7),0) verbindende Strecke geschlagen wird. Die . 
durch den unendlich fernen Punkt co gehenden Geraden werden auf die oberen 
Halften derjenigen Geraden abgebildet, die mit der Ordinatenachse parallel 


sind. Das leuchtet ein, wenn man bedenkt, daf —* das andere Ende der- 


jenigen Geraden ist, die den Punkt (1) mit co verbindet. 


7 Vgl. D. Hivpert, a. a. O. 1, § 4. Die Einfiihrung der Linienkoordinaten 


u== én, ee ew 


hat bei D. Hitpert den Zweck, die Gleichung zu einer linearen zu machen. Fir unsere 
Zwecke ist das unnotig. 
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Die Bewegungen bzw. Umlegungen der hyperbolischen Ebene sind, auf 
die Enden & bezogen, analytisch durch die linearen Transformationen 


(2) p- t ad—8y>O0, 
bzw. 
(3) pate, dy <0 
dargestellt. Da namlich die Transformationen 

Be Age See er tac a fis) 


5 
der Reihe nach eine Drehung um den unendlich fernen Punkt -, die Halb- 
drehung um den Punkt O, eine Verschiebung langs der Geraden mit den 
Enden O und oo bedeuten, so stellt die Transformation (2) auf Grund der 
Umformung (im Falle y +0) 


ef+8 sd Ser —1 


Fig. 1. 


eine Bewegung der hyperbolischen Ebene dar (das leuchtet unmittelbar ein, 
falls yO ist). Umgekehrt kann eine jede Bewegung der hyperbolischen 
Ebene durch eine derartige Transformation dargestellt werden, wie es die 
folgende Uberlegung® zeigt. Die Bewegung ist durch die Angabe derjenigen 
Halbgeraden O'w, die in Ooo iibergefiihrt wird (Fig. 1), vollkommen  be- 
stimmt. Ist «+= oe, und wird die Gerade mit den Enden @,ceo vom Grenzkreis 


8 Vgl. P. Szdsz, Neue Bestimmung des Parallelwinkels in der hyperbolischen Ebene 


mit den klassischen Hilfsmitteln, Acta Scientiaram Mathematicarum (Szeged), 14 (1952), 
S, 247—251, besonders S. 249. 
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durch O mit dem Mittelpunkt o in O,—=O,, von dem durch O’ mit dem 
Mittelpunkt » in O, geschnitten, so fiihrt eine Drehung um ~ die Halbgerade 
O,°%¢ in Ooo, die Halbdrehung um O,—O, die Halbgerade O,m, in O,«, 
eine Verschiebung langs der w mit oo verbindenden Geraden O, in O,o, 
endlich eine Drehung um w die Halbgerade O’w in O, tiber. Geht also ein 
Ende & bei der betrachteten Bewegung (die O’m in Ooo tiberfiihrt) in & und 
bei denjenigen, die O,00,O,,O,m in Ooo iiberfiihren, der Reihe nach in 
&,,§,& tiber, so ist offenbar 


EicnEdd B-—p, b=uk (u>0), & =E+y, 


wobei 4,u,” von § unabhangig sind. Folglich ist die betrachtete Bewegung 
durch eine Transformation 


eS =n u oe vE+vi—u 
So 0S Gear ay ae (rae, 


dargestellt, die die Form (2) hat. (Im Falle m= oo ist die Bewegung eine 
Drehung um ©, also durch eine Transformation §’—&+-4 darstellbar.) Die 
Transformation —’—-—6 stellt offenbar die Spiegelung an der Geraden mit 
den Enden 0, ce dar, also bedeuten die Transformationen (3), auf Grund der 
Bedeutung der Transformationen (2), die Umlegungen der hyperbolischen Ebene. 
Diese Transformationen (2) bzw. (3) bestimmen andererseits, auf die Abszissen 
€ bezogen, eben die Bewegungen resp. Umlegungen in der Poincaréschen 
Bildgeometrie® auf der euklidischen Halbebene 6>0. Daraus geht schon 
hervor, daB bei der obigen Abbildung gleiche Winkel in ebenfalls gleiche 
Winkel iibergehen, die gleichsinnig oder ungleichsinnig sind, je nachdem die 
urspriinglichen gleichsinnig oder ungleichsinnig ausfallen. 

Damit ist die Aquivalenz der hyperbolischen Geometrie der Ebene mit 
der Poincaréschen Bildgeometrie erwiesen. 


§ 2. Die von der Stetigkeit unabhangigen Grundgleichungen 
der hyperbolischen Ebene 


Es sei in der obigen Abbildung das Bild eines jeden Punktes sowie 
eines jeden Winkels mit demselben Buchstaben bezeichnet. Die trigono- 
metrischen Funktionen eines Winkels sollen definitionsgemap die euklidisch 
definierten trigonometrischen Funktionen seines Bildes bedeuten. Wird durch 
den Schnittpunkt O der Geraden mit den Enden 0, co bzw. —1, 1 eine Gerade 
gelegt, deren Enden §>0 und ,, sind (Fig. 2), so gilt fiir den Winkel 


T= 350% 


8 Vgl. Fufnote 4. 
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die Formel 

(4) ctg 5 = 

Das ist an unserer Abbildung unmittelbar abzulesen, da doch in der euklidischen 
Halbebene x080=> ausfallt (Fig. 3). Die dem Winkel + entsprechende 
Pardlleldistanz OS (Fig. 2) werde mit t bezeichnet und es sei 

(5) E— E(t) 


gesetzt. Diese Funktion geniigt mit Riicksicht auf die Definition der Multi- 
plikation der Enden”™ der Funktionalgleichung 


(6) E(t: +t) = E(t) E(t). 


Fig. 2. 


(Die Paralleldistanz ¢ wird positiv oder negativ genommen, je nachdem 
~f0% spitz oder stumpf ist.) Zwischen dem Abstand ¢ und dem Parallel- 
winkel ¢ besteht nach (4) und (5) die fundamentale Beziehung 

(7) ; ctg 5 = E(0). 


Diese Formel kann gleich verallgemeinert werden. Zieht man namlich von 
den Endpunkten des Abstandes t= OS irgend zwei Halbgeraden O&, SE mit 
demselben Ende § >0 (Fig. 4) und wird 


x~SOS=a, x OSE=o 
gesetzt, so folgt aus (6) und (7) allgemeiner 


4 (2) oO 


1) D. Hicpert, a. a. 0.1, § 3. 
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Fiir ein rechtwinkliges Dreieck ABC (4 C ein rechter) mit den Bestim- 
mungstiicken 


BC—a, CA=b, AB=c, ,BAC—4A, ,»CBA=B 


kann man nun, einem eleganten Gedankengang von J. HjJELMSLEV”™ folgend, 
mit Hilfe der Formel (8) die nachstehenden Grundgleichungen _herleiten. 
Werden der Kiirze wegen aufer der Streckenfunktion (5) noch die Strecken- 
funktionen 


(9) Ba “yey Ue ee ry 30. 


ce] 
Fig. 4. 


eingefiihrt, so lauten diese Gleichungen 


() sin A= aa 
(11) C(c) = ctg A ctg B, 
(III) C(c) = C(a) C(0). 
Aus diesen folgen noch 
A 
(IV) C@=——, 
| T(b) 
(V) cos A= To) ; 
. T(Q) 
(VI) tg A= (6) 


Hierbei bedeuten (wir wiederholen es) die Winkelfunktionen die euklidisch 


1 J. Hjecmstev, Grundlag for den projektive Geometri (Kobenhavn, 1943), besonders 
§ 7, S. 36—37. 
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definierten trigonometrischen Funktionen der Bilder der Winkel A, B bei der 
obigen Abbildung der hyperbolischen Ebene auf die euklidische Halbebene. 
Die vorkommenden Streckenfunktionen, die unter (9) definiert wurden, stehen 
sich auf Grund der Funktionalgleichung (6) in vollstandiger Analogie mit den 
Hyperbelfunktionen ch x, sh x, th x. 


(Eingegangen am 7. April 1953.) 


O PVJIbBEPTOBCKOM OBOCHOBAHMM FHNEPBOJIMYECKON 
TEOMETPUN 


lM. CAC (Bynaneurt) 


(Pe3r Me) 


B nacrosuen cTaTbe niocKkand runepOonnyueckand TeOMeTPHA CTPOHTCA Ha rHAbOepTOBOH 
OCHOBE COBEPUICHHO 3NCMCHTAPHBIMH CpeACTBAMH, He3aBHCHMO OT HempepbiBHOCTH Hu 6e3 
NPHBIe4eHHA MPOCKTHBHOM TreOMeTPHH, Ha KOTOPOM [uabOePpT ccbhinaeTCcA B KOHLE CBOeH 
padotpi. 

PaccmMaTpuBaeTCA SBKIHQOBa MAOCKOCTb, KOHCTPyHPOBaHHad M3 TeNa, COCTOALIerO H3 
KOHUOB, ,TOUKAMH“ KOTOPOU ABAAIOTCA CeEMOBATENbHO ABOHKH (a, 8), rae a HM # NPOMSBOABHBIE 
OTJMYHBIE OT CO KOHUbI. OTOOpaxaem runepOonMmyecky!O NAOCKOCTh B IBKAKAOBy NOAyNNOC- 
KOCTbh # > 0, Tak, 4TO TOuKe P, 3aqaHHOH ypaBHeHHeM 


(#§ + 4) (4n7 + 4)=—1 (u > 0) 
fe ¥ 
NOCTaBUM B COOTBETCTBHeE TOUKY t= re 4 YNOMAKYTOM NOnynaocKOCTH. Speck § H 7 KOHLI 


MpPOM3BOAbHBIX NPAMBIX, MpPOXOAAUIMx Yepes P (uCKNIOYaT KOHEYHO MpAMytO C KOHUAM B 
GOeckoneyHoctTn). IIpu aTOM naocKad runepOonnyeckad TeOMeTPHA HsOOParxKaeTCA B SBKIH- 
AOBOK NOAynNOCKOCTH KapTHHOK IlyaHKape. 

C nomoulpo dTOrO H306paxKeHHA MbI BbIBOAMM OCHOBHYW (popMyaY, 43 KOTOPOH MOXKHO 
NOAYYHTh HESaBACHMbIe OT HEMPePbIBHOCTH OCHOBHbIe yYPaBHeHHA FHNepOOAKYeCKON MAOCKOCTH 
MpHMeHeHHeM OHOrO M3AUHOrO paccyKTeHuA, npunannexamero WH. Xbeamcnesy. 
Moaromy goctarouHo ux nepeyncautb. B aTux cbopmynax TpwroHOMetpuyeckue cbyHKuHH 
AaHHOPO yria O8HAYaIOT OOBIKHOBEHHBIEC TPHFOHOMEeTPHYeCKHe dyHKUHH yraa, us00paxKat- 
uyerO aHHoe Ha KapTuHe IlyaHKape, acpurypupyroulMe Tam (bykKUMM paccTOAHHA ABAA- 
roTCA aHanoramMu runepOonuyeckHx (PyHKUMH. 


UBER DIE REKTIFIKATION DES KREISES, 
DES GRENZKREISES UND DER ABSTANDSLINIE 
Von 


PAUL SZASZ (Budapest) 
(Vorgelegt von G. Hajos) 


: In einer friiheren Arbeit' haben wir die beiden nachstehenden Satze 
unabhangig vom Parallelenaxiom bewiesen. 


Satz |. Sind die Winkel o >o' Zentriwinkel im Kreise mit den entspre- 
chenden Sehnen s und s‘, so besteht die Ungleichung 


: an £ 
i,t 

: Eine Folge dieses Satzes war der 
| Satz Il. Bezeichnet o bzw. s die Mafzahl eines Zentriwinkels im Kreise 
bzw. der entsprechenden Sehne, so strebt das Verhdltnis s:o fiir o—+0 einem - 
bestimmten positiven Grenzwert Zu. (Der natiirlich von der Wahl der Einheiten 
abhangt.) 

Dieser Grenzwert ist eine Funktion des Kreishalbmessers r und soll mit 
K(r) bezeichnet werden. Diese Streckenfunktion ist also durch die Formel 


K(r) = lim = (a + 0) 


erklart, wobei o die Mafzahl eines Zentriwinkels im Kreise mit dem Radius 
r und s die entsprechende Sehne bedeutet.* 
Im Besitze dieser Streckenfunktion A(r) kénnen wir nun sogleich den 
Hauptsatz der Kreismessung beweisen, namlich den 
Satz Ill. Die Ldnge des dem Kreisbogen AB eingeschriebenen Linienzuges 
AP, Py-+-Py1B strebt einem bestimmten endlichen Grenzwert zu, falls der grépte 
“= _—— =. : 
der Bogen AP,, P,P, ++ P,1B gegen Null konvergiert. 
Sind namlich die Sehnen der betreffenden Bogen der Reihe nach 
os, ) ss, und “1st dem Bogen AB entsprechender Zentriwinkel w, so folgt 
1 Paut SzAsz, Neue Herleitung der hyperbolischen Trigonometrie in der Ebene, Acta 


Scientiarum Mathematicarum, 12 A (1950), S. 44—52, besonders § 1. 
2 Pau Sadsz, a. a. O., S. 46, Formel (5). 
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aus der obigen Formel fiir K(r) mit einem Schlage 
pte 8, +5, +++ +5u > OK() 
fiir max P;,.P; +0(P, = A, P, = B). 

Einen anderen Beweis, der vom Parallelenaxiom abhangt (aber davon 
leicht befreit werden kann), hat fiir diesen Satz III E. EGERvARY*® gegeben- 

Nach der iiblichen Definition heift der Grenzwert der Lange des 
dem Kreisbogen AB eingeschriebenen Linienzuges AP, P,---Pn1B fiir 
max P;:P;—+ 0 (P, = A, P. = 8), die Bogenlange von AB. 

Wir heben mit Nachdruck hervor, daB diese Darstellung der Rektifika- 
tion des Kreisbogens vom Parallelenaxiom unabhdngig ist und auf Grenz- 
kreisbogen sowie auf Abstandslinienbogen der hyperbolischen Geometrie tiber- 
tragen werden kann. Bei dieser Ubertragung treten mit geeigneter Modifikation 
an die Stelle der MaBzahlen der Zentriwinkel die Maizahlen der Grenzkreis- 
bzw. Abstandslinienbogen in Bezug auf einen festgehaltenen Bogen (der 
betreffenden Linie) als Einheit. Das hatte schon bei der obigen Darstellung 
der Kreismessung geschehen kénnen. Unsere Methode hat den Vorteil, daf 
solcherweise betreffs der Bogenlange folgender Satz von sich selbst ergibt. 


Satz. Bedeutet p die Bogenldnge eines Kreis-, Grenzkreis-, oder Abstands- 
linienbogens AB und s die zugehérige Sehne, so strebt (bei festgehaltenem 


Radius bzw. Abstand) P — 1 fiir AB — 0. 


In der Tat nimmt bei jeder Kreisart £ auf Grund des dem Satze I 


entsprechenden Satzes bei Verkleinerung von p monoton ab, besitzt daher 


einen gewissen endlichen Grenzwert G fiir AB 0, und infolge des den 
Satz III vertretenden Satzes ist G1, gema6 der Definition der Bogenlange- 

Dieser Satz bildet unserer Meinung nach den einfachsten Grund fiir die 
Herleitung der hyperbolischen Trigonometrie mit Hilfe der Grenzkugel.t Das 
erhellt aus den Untersuchungen von M. RETHY.® Bei dieser Herleitung wird 


nicht etwa von der Existenz der Paralleldistanz Gebrauch gemacht. 
A 


7 


(Eingegangen am 10. Marz 1953.) 


3 E. EcervAry, A remark on the length of the circle and on the exponential function, 
Acta Scientiarum Mathematicarum, 11 (1946), S. 114—118. 

* Fir andere derartige Herleitungen siehe z.B. Paut SzAsz, Neue Herleitung der 
hyperbolischen Trigonometrie durch Verwendung der Grenzkugel, Acta Math. Acad. Sci. 
Hung., 3 (1952) S. 327—333, oder Beweis der Hauptformel der hyperbolischen Trigono- 
metrie unabhangig von der Stetigkeit, erscheint demnachst in den Acta Scientiarum Mathe- 
waticarum, 

_ ° Rétuy Mor, Bolyai Janos ,ujj mas vilagdnak“ ismertetése (ungarisch), Matematikai 
és Fizikai Lapok, 12 (1903), S. 1—29, 303—320, besonders S. 15—18. Vgl. auch Paut Szasz, 
a. a. Ol, §5., und SzAsz PAL, A hiperbolikus trigonometria kézvetlen eléallitasa a tér fel- 
hasznalasaval (ungarisch), A Magyar Tudomdnyos Akadémia Matematikai és Fizikai Osztd- 
lydnak K6zleményei, im Erscheinen begriffen. 
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O CHPAMJIEHUM OKPYXKHOCTH, OPUUMKIIA WU SKBUJACTAHTHI 
Il. CAC (Byfanewr) 


(Pes Me) 


C MOMOUIbIO 3eMECHTAPHBIX PaCCyKAeHHH OTHOCHTeEMbHO CNPAMJeCHHA KPHBbIX MOCTO- 
AHHOK KPMBH3HbI NOAyyaeTcA (6€3 HCNONb3OBaHHA TPHTOHOMETHHH) TeOpeMa O TOM, 4YTO NpH 
CTpeMieHuM fMHEI pAyrH kK O OTHOWeHHeE AMHBI AyrH K xOpfe crpemutca K 1. Uccnepo- 
BaHua M. PetTu moxKasbipatoT, YTO 9Ta TeOpeMa aeT HAM CAaMytO NPOCTy!O OCHOBy AA 
mpeyctapnenua runepOonwyeckow TpHrOHOMeTPHH C NOMOLIbIO OpHcipepsi. 
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UBER EINEN SATZ VON P. ERDOS UND P. TURAN 


Von G. FREUD (Budapest) 
(Vorgelegt von P. TurAn) 


Es sei {P,(x)} die Folge der zur nichtnegativen Gewichtsfunktion 
w(x)€L im Orthogonalitatsintervall (—1, +1) gehdrenden normierten ortho- 
gonalen Polynome. Der Koeffizient von x" in P,(x) sei positiv.' Die Wurzeln 


von P,,(x) bezeichnen wir in aufsteigender Reihenfolge mit X1,, Xen, ...) Xun- 
Es sei 
(1) m=w(x)=M (a=x=b) 


fiir ein inneres Teilintervall (a,b) des Orthogonalitatsintervalls (—1, + 1). 
Ferner seien, fiir ein festes ¢, x, und xX,.;,,, zwei benachbarte, in (a++#, b—#) 
fallende Wurzeln von P,(x). Dann erhalten wir nach einem Satze von P. 
ErpDos und P. TurRAN: 


c Cc 
(2) Mita Xin SE (AHF S Xin S is1,n S OS), 


wobei c,,c, (und im folgenden c,,...) nur von a,6,*, m und M abhdngen, 
aber von k und na unabhangig sind (P. ErDdés und P. TurAn [2], Satz VIII, 
S. 538). ERD6s und TurRAN bemerken, da8 unter der stérkeren Voraussetzung 
m M 
(3) Vi—x = w(x) = y1—x 
fiir die Zahlen &,,, == arccos x;, eine Ungleichung der Form (2) in ganzem Ortho- 
gonalitatsintervall besteht.* Wir zeigen, daB die Ungleichung (2) allgemeiner 
auch fiir die in (—1, +1) fallenden Nullstellen x;,. des Polynoms 
Q(x) = P(x) + APu-1(x) + BP,,-2(x) (B= 0) 

besteht, vorausgesetzt, daB alle Wurzeln von Q,(x) reell und einfach sind. 
Diese letzte Bedingung ist sicher erfiillt, falls B—O besteht (G. SzeGo [5], 
Satz 3.34, S. 45). Q,(x) hat wenigstens n—2 Nullstellen, die in das Ortho- 
gonalitatsintervall (—1,+1) fallen, da es zu jedem Polynom héchstens 
n—3-ten Grades orthogonal ist. Die Nullstellen des Polynoms Q,(x), als 
Grundpunkte einer mechanischen Quadratur, wurden zuerst von L. FEjER [3], 


1]m folgenden wollen wir die orthogonalen Polynome immer in dieser Weise normieren, 


auch wenn es nicht ausgesprochen wird. 
2 Die %,,, sowie im folgenden die 4,,, sollen in [0, 7] liegen. 
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spiter von P. Erpdés und P. Turan [1] untersucht. Uber einige bemerkens- 
werte Falle von Polynomen dieser Art verweisen wir auf das SchluSkapitel 
dieser Mitteilung. Bei dem Beweis werden einige Eigenschaften der mecha- 
nischen Quadratur mit den Wurzeln von (4) als Grundpunkte beniitzt; die 
hier mitgeteilten Beweise sind an mehreren Stellen von den entsprechenden 
Beweisgingen von P. Erpés und P. TurAN auch im Falle A~B—O 
verschieden. 

Wir skizzieren den Grundgedanken unseres Beweises fiir den Fall 
A—B=0. Nach dem klassischen Separationssatz von TSCHEBYSCHEFF, MAR- 
KOFF und STIELTJES gilt 

thn 
k-1 k 
Shin <| w(x) dx < a hin; 


wobei 2:, die Cotesschen Zahlen bedeuten; hieraus folgt 


Tk+1,n 


(4) i W(X) AX < hin t+ Antin- 
Tkn 


Nach einem bemerkenswerten Lemma von P. ErDOs und P. TuRAN [2] folgt 
aus der rechten Seite yon (1) in = (4) und somit besteht 


Th+1,n 


1 | 
Xibd,n— Xin <7 J w(x) ax—o(+). 
kn 
Die linksstehende Ungleichung in (2) beweisen wir ebenso, wie es von P. ERDOs 
und P. TurAn fiir den Fall A= B=O durchgefiihrt wurde. 

Wir zeigen, daB die Ungleichung (4) auch fiir die Cotesschen Zahlen 
der mechanischen Quadratur iiber den Nullstellen von Q,(x) befriedigt ist. 
In dieser Weise erhalten wir eine recht gute numerische obere Abschatzung 
fiir den Abstand zweier benachbarten Nullstellen. Als Anwendung unserer 
Sdtze werden Abschatzungen tiber die Nullstellenverteilung von Orthogonal- 
polynomen angegeben, deren Gewichtsfunktion Ungleichungen der Form (42), 
(44) oder (46) geniigt. 

Wenn wir auf den genaueren Wert der numerischen Schranke verzichten, 
kann der Beweis der oberen Abschatzung erheblich abgekiirzt werden. Fiir 
je drei benachbarte Orthogonalpolynome besteht die Formel 


Py, (x) = (AnX + Bn) Pu-1(X)— Cn Pr-2(x) 
mit C, >0. Wegen B= 0 besitzt also Q,(x) an den Nullstellen von Peeve) 


dasselbe Vorzeichen, wie P,(x). Nach einem bekannten Satz hat P,(x) je 
einen Vorzeichenwechsel zwischen zwei benachbarten Wurzeln von P,.;(x). 
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Somit fallt wenigstens eine Wurzel von Q,(x) zwischen je zwei benachbarte 
Nullstellen von P,,.:(x). Also sind die zwei zu x, .-1 nachstliegenden Nullstellen 
von Q,,(x) voneinander nicht weiter entfernt als 


at 
Xk+1, n-1— Xk-1, n-1 = o|- ‘. 


Den Gedanken dieses letzten Beweises verdanke ich meinem Kollegen 
E. 2z0SZ. 


Hilfssatze 


Die Nullstellen von Q,(x), die voraussetzungsgemaf® alle reell und 

einfach sind, seien 
Ein < Gen <+++< Ena. 

Es sei /,,(x) das Lagrangesche interpolatorische Grundpolynom, das zum 
Grundpunkte &,,, des Grundpunktsystems {§,,,} gehdrt; also dasjenige Polynom 
n—1-ten Grades, fiir welches 
(5) bin (Ein) = Bix (i= 152,101 20) 
besteht. Die Cotesschen Zahlen der mit der Gewichtsfunktion w(x) belegten 


mechanischen Quadratur mit den Grundpunkten {6;,,} seien 
+1 


(6) hin = | Lien (x) W(x) dx. 


HILFSSATZ I. Ist zt2n-3(x) ein beliebiges Polynom héchstens 2n—3-ten 
Grades, dann besteht 


(1) | ensQQw@) dx = > dnzte-sn)- 


Der Beweis dieses Hilfssatzes beruht auf einem bertihmten Gedanken 
von C. G. J. JAcoBi. Es sei 


(8) Qn -1(X) = = T2n-B (Ein) lan (X) 2 


das Polynom héchstens n—1-ten Grades, das an den Stellen {&,,} dieselben 
Werte annimmt, wie :t2,-3(x). Dann gilt offenbar 

(9) 712 n-3(X)—9n-1(X) = [Pu(x) + A Pr-1(x) + BPu-2(x)] -Th-a(x), 

wo :7;-3(x) ein Polynom héchstens n—3-ten Grades ist. Aus (9) erhalten 
wir infolge der Orthogonalitat der Polynome {P.(x)} 


(10) i [212 n-3(X)—On-1(x)] w(x) dx =0, 


17 Acta Mathematica 
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und somit wegen (10), (8) und (6) 


+1 


J 0 n-3(X) W(x) dx | On-1(X) w(x) dx = 


(11) 41 ‘ 
= = 702 n-3(Exn) J Lyn (x) W(x) dx = 2 din I02»-3(Exn)- 


HILFSSATZz II. Sind alle Zahlen Sn (k= 1,2,...,2) reell und voneinan- 
der verschieden, so gilt 
+1 


(12) a J [Lin (x) Pw(x) dx > 0 (Kes 12:5. 
= -1 
Dieser Hilfssatz riihrt von L. Fejér [3] her (vgl. auch P. ErDds und 


P. Turan [1]; Gleichung (16c), S. 149). Man beweist ihn ebenso, wie im 
folgenden die Ungleichung (16). 


HILFSSATZ III. Skn und Exsi,n Seien zwei benachbarte, in das Orthogonali- 
tdtsintervall (—1, +1) fallende Nullstellen von Q,(x). Dann gilt 


Ek+1, n 


(13) ia J w(x) AX < hin + dest, n- 
kn 

BeEwels. Nach einem Lemma von P. Erpés und P. TurAN ({2], Lemma 
IV, S. 529) gilt . 

(14) ben (x) + bist, n(X) == 1 fiir Ean = x = Exit, a: 

Zum Beweise muf man beriicksichtigen, da6 samtliche &;,, reell sind. Jetzt 
wollen wir eine veranderte Form des Fejérschen Beweises von Hilfssatz II 
anwenden: Das Polynom | 

{ Lin (2) + Less, 2 (X) }?— Lin (2) — best, n (0) 

ist hdchstens vom 2n—2-ten Grade und verschwindet an allen Grundpunkten — 
Sin (i= 1, 2,..., 2). Somit ist es durch Q,(x) = Pa(x) + A Pn-i(x) + BPn-2(x) 
teilbar : : 

(15) { Lin (X) + bess, n(X) Y—lin(x) — lest, n(X) me 

= [Pa(x) + A Pa-1(x) + BPn-2(x)] [@n-2Pn-2(x) + 2n-(X)]- 

Hierbei ist 2,-3(x) ein Polynom héchstens n—3-ten Grades, also es ist auf 
P,.(x), Pn-1(x) und Py-2(x) orthogonal. Nach Vergleich der Koeffizienten von 
x’*® an beiden Seiten von (15) und mit Riicksicht darauf, daB der héchste 
Koeffizient sowohl in P,(x), als auch in P,-(x) positiv ist und an der linken 


Seite der Koeffizient von x?"-2 infolge des Quadrierens positiv ist, erhalten 
wir, dab a,2>0, und somit Bat. <0 besteht. 
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Infolge dessen erhalten wir aus (15) 
+1 


(16) J { bin (X) + best, nO) }? w(x) dx = 


= H {Lien (X) + best, n(x) } w(x) dx+ Ba,_» { [P.-2(x) Pw(x) dx= din + dist, ne 
-f wf 


Aus (14) und (16) folgt endlich 


Sk+I,n +1 


J w(x) dx < ik { bin (X) + bist, n(x) e w(x) dx = hin + Ax+t,n ’ 
xn = 
w. z. b. w. 


HILFSSATZ IV a. Es sei w(x)=M in einem inneren Teilintervall (a, b) 
von (—1, +1). Falls &, in ein festes inneres Teilintervall (a+ #,b—e«) von 
(a, b) fallt, so besteht 
(17) din =. 

Fiir den speziellen Fall ABO wurde dieser Hilfssatz von P. ErDOs 
und P. Tura. ((2], Lemma V, S. 530) bewiesen. Die Verallgemeinerung 
bietet keine neuen Schwierigkeiten: Man konstruiert ein Polynom 9,-2(x) vom 
n—2-ten Grade, das den Bedingungen 


(18) Pn-2(Exn) = i; 
ag 
(19) | [Pn-2(x) ]? dx < “ 
=i 
und 
(20) | @n-2(x)| < “ fir |x—&,,|>e und —1Sx=+1 


geniigt. Nach Hilfssatz I gilt wegen (12), (19) und (20) 


hin < > Ain [yn-2Gin) P = J [Pn-2(x) Pw(x) dx < 


+1 +1 
, Pd ric w(x) dx < Ss 
<M | [gn-ilx)P dx +3 2, 
= -1 


w. z. b. w. 
HILFssaTz IVb. Es sei w(x) = M(I—x) " im ganzen Orthogonalitats- 
intervall (—1, +1). Dann besteht fiir jede Cotessche Zahl ’,,, deren Grund- 


17 
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punkt Ek, in (—1, +1) fallt 


212M 


Py paca eee 


tds 
2n—3 


(21) age fiir n> 2. 


Ist ferner Exn == Cos 6, und > —@=On5 3 +a (« < g| , dann gilt sogar 


22M 
i) fm = Fp —3— cos a” 
Bewels. Durchlauft 7,-2(x) alle Polynome héchstens vom a — 2-ten Grade 
mit 2,-2(E)—1, dann gilt infolge eines Lemmas von P. ErDOs und P. TURAN” 
({2], S. 539): 


: | f [tn-2(0F on 
se Tp ee 1 ji=# aoe. poe 4 sin (2n—3) Oi, 
sin Dun 


und dieses Minimum wird bei geeigneter Wahl von ,-2(x) tatsachlich ange- 
nommen; im folgenden sei zt,-2(x) eben dieses Polynom, das in (23) das 
Minimum liefert. Aus (7), (12) und (23) erhalten wir 


+1 


lin = > hnkets-2(€0) P= i [= 2(x) w(x) dx = 


-1 


(24) 
=i | [ee 2(x)]? 7 baja 2M i 
1 —x? on 3 4 n (2n—3) Oi», 
SiN Din 
Hieraus folgt (22) unmittelbar. Um (21) zu beweisen, geniigt es zu zeigen, dab 
(24) sin (2n—-3)@ 
ane sin ae. 
2n—3 


FirO=qgs5 aie ist diese Ungleichung trivial, da die linke Seite positiv 
ist; ist dagegen 4 =o. > so besteht (25) wegen |sin (2n—3)qg|=1 
und sing > sin Soma Endlich nimmt die linke Seite von (25) fiir g und 


m—g dieselben Werte an, womit unser Beweis beendet ist. (Es sei bemerkt, 
daB in (22) die Zahl 2% durch keine kleinere ersetzt werden kann.) 
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Abschatzung des Abstandes benachbarter Nullstellen 


Satz la. Die Gewichtsfunktion w(x) befriedige in einem inneren Teil- 
intervall (a,b) von (—1, +1) die Ungleichung (1). Fallen &, und &4;,, in 
ein inneres Teilintervall (a+ #,b—e) von (a, 6), dann besteht die Ungleichung 


(26) En 41, n— Ean = « . 
Bewels. Aus (1), (13) und (17) folgt 
ey, n 
1 1 2c; 1 
Etn—é rn = m f w(x) dx < mn +A +1,») 4 _, 
an 
w. z. b. w. 


SaTz 1b. Es geniige w(x) im ganzen Orthogonalitdtsinterwall (—1, +1) 
der Ungleichung (3). Sind &,, == cos 4, und §j.1..= COS O41,n Zwei benach- 
barte, in (—1, +1) fallende Wurzeln von Q,(x), dann gilt fiir n> 2 


M 4 
(27) Ox, —Oy41. Hn m gt 1 — 
2n—3— 
sine 
2n—3 
Ist ferner a — 6 < On < Bin < 5 +a mitae< = , so besteht die Un- 
gleichung 
M 4a 
- (28) Bin —Oes1,» S Pred na con tw 
BEweEls. Wegen (3) und (13) gilt 
4 §k-+1, n d , Sk4+1, n 1 
é x ; ; 
(29) Bn — 9x41,» = | Viex = m w(x) dx = m (Ain + Anst.n) 
kn kn 


und hieraus folgt (27), bzw. (28) aus (21) und (29), bzw. (22) und (29). (Die 
Zahl 4:7 in (28) kann gewiB nicht durch eine Zahl kleiner als 2-7 ersetzt werden.) 


Satz Ila. Es geniige w(x) der Ungleichung (1). Dann gilt fir zwei 
benachbarte Nullstellen &,, und &.1,n, die in ein festes inneres Teilintervall 
(a+¢#, b—8) von (a,b) fallen, die Ungleichung 


(30) E41, n— brn = = . 
Bewels. Infolge (12) und (17) gilt 


b +1 


(31) Jt (x)P dx < + J [lin (x) ]? w(x) dx < + FE = : 


“a 
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Im weiteren wird derselbe Beweisgang verfolgt, wie in der Arbeit [2] von 
P. Erpos und P. TuRAN. Wegen (31) besteht 
: = 
0 <| [a(t Pat < ©, 


woraus mittels zweimaliger Anwendung des Polynomensatzes von BERNSTEIN 
(32) 4 thalsP| <cn fir atexx=b—s 


folgt. Beachten wir, daB lin (En) = 1 und n(S+1,n) =O ist; dann erhalten wir 
unter Anwendung des Lagrangeschen Mittelwertsatzes der Differentialrechnung 


d 2 


(33) 1 = [lon (Bn) [lan esa, wD PS Gres Ben) | _Max 
Aus (32) und (33) folgt (30), w. z. b. w. KG) 


Satz Il b. Es befriedige w(x) die Ungleichung (3). Sind &,, = cos 0, 
und Cx41,n == COS Ox41,, Zwei benachbarte, in (—1, +1) fallende Wurzeln von 
Q,.(x), dann besteht die Ungleichung 

1 1 
(34) Dn —9e41,» = OMT : 
BEwEIs. Beachten wir, dab 


hin = | Klea(cos 6) w(cos 8) sin 6d6 


gilt, ferner infolge (3) 
m = w(cos 6) sind = M 
erfilllt ist, so erhalten wir 


a 


1 n 
M dn = | [lin (COs 6)P dé = Ay = a Ain, 


und hieraus folgt 


6 

1 1 l | ee Ss. 

aq bn =—_— am" + 9g bie = J |tonteos é)Pp— Hy Aen dé = F(@) = = aig . 
0 


Beachten wir ferner, dai F(@) ein trigonometrisches Polynom ist, dessen Grad 
2n nicht iiberschreitet, so erhalten wir infolge (21) mittels zweimaliger An- 
wendung des Satzes von BERNSTEIN : 


(35) zo [hin (cos 6) P| < (22) 4né 2M 


at 


2 
—— a hin = “m- De AMS seek Pow, < 40M n. 
2a —3— —____ a 


Der letzte Schritt ist derselbe, wie in (33). 
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SaTz Ill. Es geniige w(x) der Ungleichung (3); &*—=cos6* bzw. 
=*— cos 6 seien die gripte, bzw. die kleinste (—1, + 1) fallende Nullstelle 
von Q,(x) (n> 2); dann gilt 


(36) os = — und he peered aa 
a Drei Fess aca ag 
Sie ly a) i pon 


Bewels. Offenbar geniigt es, die erste der beiden Ungleichungen zu be- 
_weisen. Zuerst betrachten wir den Fall, da& Q,(x) auferhalb des offenen 
Intervalles (—1, +1) keine solche Nullstelle besitzt, die gréfer als & ist, 
d.h. &°—6&,,,. Betrachten wir das Grundpolynom /,,(x). Das ist ein Polynom 


n—1-ten Grades, welches n—1 links von &,, fallende Nullstellen besitzt. 
Oiat x) : 
dx 


Infolge dessen hat je einen Zeichenwechsel in den Intervallen 


Cetuatet es (rind ota), <==, (Ga22n> Sul, 
und weitere Zeichenwechsel kann es nicht haben. Wegen /,,,(&,-1,,.) =O und 
bin (Eun) =1 ist L,.(x) fiir x > &,-1,, monoton wachsend, also gilt 
(37) fa) el: fir x= 6... 
Deshalb ergibt sich aus (3), (12) und (21) 


Oy, " 


(38) ®=An< Z| ttm (cos 4) ]}’w(cos 8) sin 6d 6 < 
0 


. M Qn 
< X | Een(eos @)f w(cos@). sinddé = me es 
m . 2n—3— 


IU _ 
2n—3 
Zweitens betrachten wir den Fall, da& Q,(x) eine Nullstelle > & besitzt; die 
kleinste Nullstelle dieser Art sei $**. Die Lagrangesche interpolatorische Grund- 
funktion, die zum Grundpunkte & bzw. &* gehdrt, sei /i(x) bzw. fi"(x); die 
‘ entsprechenden Cotesschen Zahlen seien 2 bzw. 4,°. Wegen (14) und (16) 

folgt aus (21) ; 


Cs al [/; (cos ah + [%*(cos 0)}} w(cos 6) sin ddé = 


+1 


(39) <4 | cate @rw@axs —U+i) = 
est M 21 sl ee 
< ee 


2n—3— 
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Es bleibt noch die Abschatzung von 4," iibrig. Betrachten wir das Polynom 
W,-2(X) = 14 U,,-2(x), wobei U,,-2(x) das n —2-te Tschebyscheffsche Polynom 
zweiter Art bedeutet. Wegen w,-2(1)==1 und &* = 1 gilt 

(40) W,-2(6") = 1. 

Somit erhalten wir aus (12) infolge w(x) = M(I—x) * 


+ 


y be =2 hin [Wn-2(Ex») P ees J [,,-2(x) PP w(x) dx = 


1 
(1) Ma 


wee a sl 


Infolge (38), bzw. (39) und ay ist (36) erfiillt, w. z. b. w. 


= Gi—1y =H j (Un 2) 


Anwendungen 


SaTz IV. Es bezeichne p,(x) das Polynom n-ten Grades des orthogonalen 
Polynomsystems, welches zu der der Forderung 


(42) m/1—x* = w(x) = M)/1—x 
geniigenden Gewichtsfunktion w(x) gehért. Sind x,,, < Xen <-++<Xpn die Null- 
stellen von p,{x), ferner Xon = —1, Xns1,n=+1, dann besteht mit der Bezeich- 
NUNG Xa = COSG;,,, die Ungleichung 
(03) on ra (k=O)18.., a) 
ANAL. caiman kn Vi+in SS ee TE Fe os . 
40M n+2 PSN poe 1 
i 
2n+1 


Ist ferner FN 6< Gens, v2 One a te mit @< >: 

BEWEIS. Es sei {P,(x)} die Folge der zur Gewichtsfunktion w*(x) = 
=(1—x’) 'w(x)  gehdrenden orthogonalen Polynome. Wir  entwickeln 
(x*—1) pa(x) nach dem Orthogonalsystem { P,(x)}: 


n+2 


(x* — 1) p(x) = =, uP (x) 


dann ist auch (28) erfiillt. 


mit 
+1 +1 
ies J (x? —1) pa(x) Pe(x) w*(x) dx = — | p.(x)Pi(x)w(x) dx. 
-1 -1 
Hieraus ersieht man sofort, daB c,.—0O fiir k<n. AuBerdem erhalten wir, 
wenn wir mit x, den Koeffizienten von x" in p,(x) und mit k, den Koeffi- 
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zienten von x" in P,(x) bezeichnen, durch Koeffizientenvergleich 


v4 
Cr42 a aa — zy 0. 
Kise 


Endlich ergibt sich 


+1 


¢,.=— J pu.) w(x) dx= =} D.(x) E Di(x)+ -- | w(x) dx = 


= eS <0 
Aus diesen Uberlegungen folgt 
(x°— 1)p,(x) = = fg lPna(X) +A Past (x) + BP,,(x)] mit B = O. 


Da die Gewichtsfunktion w*(x) = (1 —x’) 'w(x) infolge (42) die Ungleichung 
(3) befriedigt, folgt Satz IV aus den S&tzen Ib und IIb, w.z. b.w. 


Satz V. Es bezeichne p,(x) das orthogonale Polynom n-ten Grades, 
welches zur Gewichtsfunktion w(x) gehért, die der Forderung 


(44) m | 42% = w(x) = am |/ 


geniigt. Die Nullstellen von p,(x) seien in aufsteigender Folge Xi, cos 9%, 
(kK=1,2,...,m) wad es sei Xns1,.—=+1; dann besteht die Ungleichung 


Ee | M An 
(45) 40M nai = re SO en i (e==1, 2,7.., 2): 
done in 
Sir sees 
2n—1 
Eine dhnliche Behauptung besteht, falls die Gewichtsfunktion der Ungleichung 
: 1-Px 1x 
(46) iz EVO) =M ene 
geniigt. 


BEwEis. Wir bezeichnen mit {P,(x)} die Folge derjenigen orthogonalen 
Polynome, die zur Gewichtsfunktion w*(x) =(1—x) w(x) gehoren. Mit der- 
selben SchluBweise, wie bei Satz IV, ergibt sich 


(xp. =— 7 nei(X) + > ~ Pa(X); 
und somit ist auch Satz IV auf die Satze Ib und 7 b zuriickgefiihrt. 


(Eingegangen am 8. Juni 1953.) 
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OB O/JIHOM TEOPEME Il. SP/IELLUIA UV Tl. TYPAHA 
r. PAM] (Byaanewr) 


(Pes me) 


Paccmotpum cemeuctso { P,(x)} MHOrO4NeHOB, OPTOTOHaAbHbIM Ha OTpe3ke (—1, +-1) 
OTHOCHTEbHO HEOTPHUaTembHOrO Beca w(x). Ha BHyTpeHHeH uacTuH (a, 6) oTpesKka (—1, +1) 
NlyCTb HMe€e€T MeECTO 

0O<m=w(x)=M, 
uM NYCTb BCe KOPHH MHOrOUeHa 
Qu (x) = Pa (x) + APn-1(x) + BPn-2(x) (B < 0) 
BelecTBeHHbI. B aTOM Cmy4ae paccTOAHHe ABYX COCeAHHX KOPHeH MHOTOUTeHa Q,(x), MOMafZa- 
rOlluX B (a +A, b—h), ynoBnerBopsaeT yCnOBHIO 


C ec 
n = Xk, n— Xin S _ : 
Ecan .xe 
m M 
<w(x)s 
1—x?2 1—x2 
HW 4%}, , =Aarc COS X;,,,, TO 
ae op! M 4n 
ee en” Gee oe ie — aes 
4D M r= | 1, MS 1 
: 2n—3— ————— 
sin Penal ie 
se F 2n—3 ) 
MCCAW @ [441 7 << Oy , SA—a, Tora 
4n 


9x, n— 91 nS m 2n 3 cos— . 
—3— a 


Ucnonb3yA ath HepabeHCTRA BHIROAATCA NOQOOHBIE OUEHKH PaCCTOAHHA KOPHeH OPLOrOHasb- 
Horo MHOrouneHa Py (x) aA Cnyyas, Kora W(X) yROBAeTBOpHeT OAHOMY H3 HEPaBeHCTB 


m\)1—x® < w(x) S MV 1— xX, 
1—x /1—x 
m i—* < w(x =<=M |! 
1+x Ms |=: 


hes. e 1+x 
m fiz =w(x)=M net 


Bepxnva Ouenka paccroaHHaA KOpHeli AaeTCA Ha OCHORE cnefyroujen BCNOMOraTebHOM 
TeOpeMBI : 


Iycts 2, , 4nca0 Cotes’a, npunasnexauyee y3ne X,_,, CHCTEMBI yY3N0B (X1,, XIn 50+) Xyn) 
mpu pece w(x). Torna 


Xk+1,n 


f W(X) dx < Xp nt Ansan 
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ON THE STRUCTURE OF ABELIAN p-GROUPS 


By 
L. FUCHS (Budapest) 
(Presented by L. Répe1) 


§ 1. Introduction 


The classica! basis theorem for finite abelian groups' has been genera- 
lized in a number of different directions, for example, to finitely generated 
abelian groups, to such groups with a Euclidean operator ring, to groups of 
finite rank” etc. All of these theorems describe the groups under consideration 
by a finite set of invariants, by giving a direct decomposition into groups 
{uniquely determined up to isomorphisms) whose structures are very simple 
and are completely known. However, such direct decompositions fail to exist 
in general. The recognition of this fact has given rise to several attempts of 
getting structure theorems, not necessarily in terms of direct decompositions, 
for a rather wide class of groups. In order to give a survey of a part of 
these results, let us first observe that the basis theorem for finite abelian 
groups may be regarded to consist of the following three assertions: 

1) unique decomposition, i. e. representability as the direct sum of cyclic 
groups of uniquely determined prime-power orders ; 

2) isomorphism statement: two groups having the same direct decom- 
position are isomorphic ; 

3) existence statement: if given a finite set of cyclic groups, then there 
is a finite group isomorphic to their direct sum. 

Among the infinite groups there are two important classes for which 
the analogues of 1)—3) are well known: the torsion free groups of finite rank 
and the countable p-groups (and hence all countable torsion groups). For the 
former class the analogues of 1)—3) are due to A. KUROSH, A. MALCEv and 
D. Derry,? while for the latter class to H. PRUFER, H. ULM and L. ZIPPIN.* 


1 For brevity, in the sequel we say simply group instead of abelian group. 

2 See e. g. Kurosu [10] or Szete [17], Satz 11. By the rank of a group G we mean 
the cardinal number of a maximal independent system of elements in G containing but 
elements of infinite or prime-power order; see § 2. 

3 See Kurosu [11] and [12], Matcev [14] and Derry [2]. 

4 See Prorer [15], Urm.[19] and Zippin [21]. 
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As we shall be concerned here with p-groups, let us consider in detail the 
analogues of 1)—3) for countable p-groups.° 

1’) With each p-group G one can associate the so-called Ulm sequence 

ign ine gee 

which is a well-ordered set of p-groups G.(=-0) uniquely determined by G. 
If G is reduced — and only such groups must be discussed — then its Ulm 
sequence terminates with an ordinal t which is finite or countable if G is 
countable. Since no Gz contains elements of infinite height, and |G|—W, 
implies |Ga|—=,,° by PRUFER’s well-known theorem one obtains that each 
Gq is the direct sum of cyclic p-groups whose orders are uniquely determined 
by G. 

2’) The isomorphism statement has also an analogue in the form of a 
theorem of ULM. This states that if two countable p-groups have the same 
Ulm sequence, then they are necessarily isomorphic. 1’) and 2’) show that 
the groups in question may uniquely be characterized by invariants, though 
in a manner not so simple as in the finite case. 

3’) The existence theorem is due to Zippin. He has proved that to any 
well-ordered (countable) sequence of unbounded’ countable p-groups Ga(@ < t) 
without elements of infinite height there exists a reduced p-group having the 
given sequence for its Ulm sequence. 

These fundamental theorems completely settle the structure problem for 
countable p-groups. However, the methods used for countable groups have 
proved to be unapplicable to groups of power >N,. Several examples* have 
been given to show that PRUFER’s theorem ceases to hold for groups of power 
=, moreover, as it was recently shown by T. SZELE,* for groups of power 
X,. The problem of abelian p-groups beyond the countable ones seemed to be 
hopelessly far from solution until the publication of a paper by L. KuLikov [8], 
Surmounting a good deal of difficulties arising in the case of arbitrary power. 
In this paper has KULIKOv introduced the important concept of basic sub- 
group, a concept which is, in the author’s opinion, the most fundamental tool 
in the theory of abelian p-groups of power >§,. In the same paper KULIKOV | 
has shown that the analogue of ULM’s theorem does not hold in general, 
moreover, two groups with the same Ulm sequence need not be even of the 
same power. The question as to whether or not ZIPPIN’s theorem may be 
extended in a suitable manner to groups of arbitrary power has been settled 
recently by KuLikov [9] in a generalized form (namely, instead for p-groups. 


° For the terminology and notation see § 2. 

° G,_, if exists, may be finite, but in all other Ulm factors the orders of the ele- 
ments have no upper bound (such groups will be called unbounded groups). 

7 G,_, need not be unbounded, cf. °. 

8 See e. g. Utm [20] or Kurosn [12]. 

9 Szeve [18]. 
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also for generalized p-groups, i. e. for groups having certain operator ring). 
Not knowing of his result, | have also solved this problem” by giving 
necessary and sufficient conditions for the Ulm sequence which ensure the 
existence of a reduced p-group GU of a prescribed power » and type 7, and 
with the given Ulm sequence G.. The concluding part of KULIKOV’s proof is 
not yet appeared, but from the introduction of his paper [9] it turns out un- 
doubtedly that the most essential idea of my proof has not been used by KULIKOV. 
Besides, although the solution of this problem is considered by KULIKOv 
himself as the principal result of his paper [9], there are several other very 
important results and significant methods contained in the paper which do not 
lie closely on the way leading to the generalized Zippin theorem. Therefore, 
perhaps it would not be quite superfluous if | publish here my original proof 
for readers interested merely in the analogue of ZIPPIN’s theorem for p-groups 
(leaving the case of generalized primary groups out of consideration). 

' After laying down the terminology and notation we shall need, we turn 
our attention to the basic subgroup. Among others we show that each basic 
subgroup gives rise to a generating system of the whole group by which 
each element in the group may be expressed in a unique manner so that it 
may be considered as a substitute for the basis, in the general case. This is 
the reason why we shall call it a quasibasis. 

In the next section we prove a theorem which is, in a certain sense, 
an analogue of PRUFER’s theorem mentioned above, in the general case. Since 
direct decompositions in general fail to exist, one may suggest that perhaps 
a similar decomposition exists if one admits, instead of direct sum, some 
suitable generalization of the notion of direct sum. Indeed, the concept of 
interdirect sum due to T. SZELE™ is an adequate notion for this purpose. By 
making use of this concept, we can prove, for p-groups containing no ele- 
ments of infinite height, the existence of a representation as an interdirect 
sum of cyclic groups. This theorem is equivalent to a result of KULIKOVv,” 
but will be proved here directly, without appeal to [8]. The interdirect sum 
is a subdirect sum containing each component, so that this structure theorem 
is a deeper result, tells us much more about the group structure than the 
usual structure theorems in terms of subdirect sums in ring theory. However, 
the structure theorems in terms of interdirect sums can not be regarded as 
satisfactory as those in terms of direct sums, for, if given an infinite set of 
groups, then there is a great variety of their interdirect sums. 

Our discussion of the generalization of Zippin’s theorem rests on two 
main observations. The first of these is that the power of an Ulm factor Gz 


10 My results were first published in a lecture held before the J. Bolyai Mathema- 
tical Society, 14 February 1253. 

1 Cf. Kerrész and Szeve [6] as well as Szeve and Szenprer [16]. 

12 Ku.ixov [8], § 5 or Kurosn [13], p. 168. 


270 L. FUCHS 


must have some effect on the totality of the powers of the following Ulm 
factors. In this connection a remarkable fact is that already the first @ Ulm~ 
factors give an upper bound for the power of the group. The second, and 
more essential, observation is that all elements of an Ulm factor Ge become 
of infinite height if the generating elements of a basic subgroup Ba of Ge 
are of infinite height. This fact makes essentially simpler the proof, for we 
have only to take care of the basis of Bz, and not of all elements of Gu. 
In view of the first observation it seems natural to perform the demonstration 
in two steps, at first for groups of type =m and then for the general case. 
The result enables us to give examples showing that ULM’s theorem can not 
be generalized to groups of power >, 

Consequently, we have the following analogues of 1)—3) in case of 
groups of arbitrary power: 

1”) Each p-group has an Ulm sequence Gz consisting of groups” 
representable as a (restricted and serving) interdirect sum of cyclic groups 
whose orders are uniquely determined (§ 4). 

2”) ULM’s theorem does not hold for groups of power =N, (§ 8). 

3”) There are necessary and sufficient conditions which guarantee the 
existence of a reduced p-group if its power, its type and its Ulm sequence 
are given (§§ 5, 7). 


§ 2. Notation and terminology 


By a group we shall mean an additively written abelian p-group with 
more than one element. The prime p is arbitrary, but is fixed throughout the 
discussion. Cyclic groups of order p” will be denoted by 3(p”), while 3(p*) 
will denote the quasicyclic group, i. e. the group of type p® introduced by 
PROFER. It is known that an algebraically closed™ (i. e. a complete) p-group 
G (defined so as to satisfy nG = G for all non-zero integers n) is the direct 
sum of quasicyclic groups and is a direct summand of every containing 
(abelian) group. If G is some group then the union A of all algebraically 
closed subgroups of G is again algebraically closed and so we have G—=A -++ G’ 
where G’ is reduced, i. e. it contains no algebraically closed subgroup other 
than 0. Since the structure of G is completely known if G’ is known, one 
may without loss of generality confine himself to the discussion of reduced 
groups. 

The following notation will be used. We denote by O(x) the order of 


the group element x and by {S} the subgroup generated by a subset S of G. 
|G| will mean the power of G. 


13 See e. g. Szexe [17]. 
'4 See Baer [1]. 
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For an beierantt a the maximal non- -negative integer A for which the 
equation p"x—a has a solution in G is said to be the height of a, in nota- 
tion: H(a)—h. In case there is no greatest h of this property, then we say 
a is of infinite height. For the sake of convenience, we agree to consider the 
zero element to be both of infinite height and not. A subgroup H of G is 
termed a serving subgroup of G if for each a€H the solvability of nx =a 
in G implies its solvability in H, i. e. the elements of H have the same 
heights in H as in G@ An equivalent definition is that each coset modulo H 
contains an element of G such that this element has the same order i in G as 
the coset has in G/H. 

A subset S=(a,) of G, not containing 0, is said to be independent if 
for any finite subset a,,,...,a,, of S a relation 


Nyy, + +++ + May, =O (n; integers) 


implies n,a,,—=---—17,a,,—0, i. e. O(@,,)|ni. The cardinal number of a 
maximal independent system of G is an invariant of G; it is called the rank 
of G, in notation: R(G). It is immediate that if R(G) is infinite, then it 
is equal to |G). 

Let G°=G and define the subgroups G* of G where « is an ordinal 
as follows: if e—1 exists then let G* consist of all elements of G*' which 
are of infinite height in G*'; if @ is a limit ordinal then we define G% as 
the meet of all G’ with 6<a. There is a least ordinal 7, not exceeding the 
power of G, satisfying G'*'—G". This t—1(G) is said to be the (Ulm) 
type of G. If G is reduced then. G’—O. The factorgroups Gz —G“/G*" are 
called the Ulm factors of G and the well-ordered sequence 


Cian. 36; Oley on. (@<T) 


the Ulm sequence of G. No Ulm factor contains an element of infinite height 
and none of them is bounded, except possibly G,-; if this exists. It may 
readily be checked that G.a,Gai1,... is the Ulm sequence of G” and 
G,,-..-, Gg,... (@<@) is that of G/G”. 

The (discrete) direct sum of the groups A, will be written as > Ay; 


here v is to be understood to range over an arbitrary set of indices. 

As we have mentioned in the introduction, we shall need a generaliza- 
tion of the notion of direct sum. This concept which we shall call interdirect 
‘sum,® may be characterized as a group lying between the discrete and the 
complete direct sum, i. e. it is a subdirect sum containing each of its com- 
ponents. A set of postulates for interdirect sum is the following. A group G 
is called an interdirect sum of its subgroups A, if there are endomorphisms 
s, of G such that i ¢G— = As; (ii) e,-2,—e7 or O according as yw or 


16 Jn all cases it is evident which alternative is adequate. 
16 For this appropriate terminology the author is indebted to J. SurAnyt. 
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yv--u; (iii) «.g—0 for every  (g€G) implies g =O. It is easily seen that 
we get the discrete direct sum if #,g=-0 holds only for a finite number of 


endomorphisms ¢, (g is fixed), and the complete direct sum if for any system. 


of elements a,€A, there is a g€G such that ¢,g—a, for every r. 

An interdirect sum of the finite groups A, will be called a restricted 
interdirect sum if for any element g¢€C there is but a finite number of groups 
A, of the same order such that O+-¢,g@¢€A,. Evidently, then for a fixed g, 
there are only at most countable indices y with ¢,g=0. 

Finally, we shall call an interdirect sum serving, if it is a serving sub- 
group of the complete direct sum. 


§ 3. The basic subgroup and the quasibasis 


1. The basic subgroup of an abelian p-group will play a fundamental role | 
in our investigations. First of all we shall give a new proof for the existence 


of such a subgroup; the following proof seems to be somewhat simpler than 
KULIKOV’s.” | 

Recall that by a basic subgroup of a p-group G is meant a subgroup 
B satisfying the following three conditions: (i) B is the direct sum of cyclic 


groups; (ii) B is a serving subgroup of G; (iii) the factorgroup G/B is 


algebraically closed. 


THEOREM 1. (KULIKOV.) Each abelian p-group G contains a basic sub-_ 


group. 
Proor. Let us consider the elements of G which are of order p 
and select from this set a subset S, maximal with respect to the pro- 


perty of being independent but such that {S,} shall be a serving sub-— 
group of G. Then we adjoin to S, elements of order p’ in order to get a — 
system S, maximal with respect to the property of being independent with — 
the additional requirement that {S,} remain a serving subgroup of G. Thus — 
proceeding, we obtain an ascending chain S,&S, ©... of independent systems ; — 


let the union of this chain be denoted by S. We are going to show that — 


B—{S} is a basic subgroup of G. 


Conditions (i) and (ii) are trivially satisfied, for independence and — 
servingness are of inductive character. In order to verify (iii), it is plainly — 


sufficient to prove that 
(1) px=c (mod B) 


has a solution x€G for each c€ B. Suppose the contrary and let c€B be 
an element in G of a possibly least order p” for which (1) is not solvable 
Then H(c)=0 and the reason why c does not belong to B is either that 


17 Kuxikov [8] and [9]. 
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depends on S, or is independent of S, but {S,,c} is no longer a serving 
subgroup of G. 

| a) If c depends on S,, then p""'c€B and, by the serving character of 
B, there is a 6€ B with p""'c = p””'b, i. e. p""'\(c—b) =0. Since O(c—b) =p", 
the choice of c implies the existence of an x with px==c—b=c (mod B). 

8) If c is independent of S,, then {S,,c} contains an element a such 

that 

a=mce+ma,+---+m.a, = pty (a:€S,,) 
holds for some y€G, but for no y€{S,, c}, i.e. not all of m,m,,...,m, are 
‘divisible by p*. The serving character of {S,} implies p*m and _ therefore 
we may suppose m=p"<p*. Again by the servingness of {S,} we have 
o\,,...,p'|mx, i. e. 
pP(c—p*y+mia, + --:+m.a,)=0 (m; = p" mi). 

Hence we conclude that there is some z with pz==c—p*"y+mia,+---+ 
+mia, (mod B) and so x==z+p*""'y satisfies (1). 

The two contradictions complete the proof. 

2. We remember that G may have several distinct basic subgroups, but 
all basic subgroups must be isomorphic to each other (cf. KULIKOv [8}). 

3. Each basic subgroup gives rise to a special type of generating system 
which we shall need in the future. This generating system will be, in some 
respect, a substitute for the basis in groups which are no direct sums of 
cyclic groups. 

By the definition of basic subgroups B, G/B is a complete p-group and 
therefore, it may be represented as the direct sum of quasicyclic groups, 


G/B= Cu = 2 3(P") 
where C, denotes a subgroup of G/B, generated by the cosets cy’, Z”, .. 
connected by the relations 

Pe eae Cn eC niin Pop mele) awet: 
B being a serving subgroup of G, each coset modulo B may be represented 
in order preserving manner by elements, i. e. we have 
(2) +0, pe =0, pe=c—o, pe =ch?—Op, ... (che ch) 
where O(c..”) = p” and | 
6 = san + --+shal CB (kn =0, ak €B) 


(a, denote the generators of the cyclic direct summands of 8); and in addi- 


tion, we may evidently assume the elements ci” so to be chosen that 


0<s =p—1. 
It is immediate that G is generated by the elements 
Api alo, Bhat) 


18 Acta Mathematica 
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where v and yw range over appropriate sets of indices. In fact, for each ele- 
ment x of G, we may first represent the coset x=-x-+ 8B in the form 


pe hy gfe. hee ci) (A; ==0 mod dD, s=0) 
and then write 


x—hyc\'®—--»-— Ac"? = rna,+---+na -(€B) (t20) 
to get the following expression 
(3) ¥ 5G, + <b ret Bice pe- e hyes (h; ==0 mod p). 


The set consisting of all a, and c’ will be called a quasibasis for G. This 
terminology may be justified by the fact that (3) is Soe ta determined by 
the element x in the sense that all of r,a,,...,Aic;"”,... are unique. 


4. With the help of this new notion one may easily prove 


THEOREM 2. /f G is a reduced p-group and B is a basic subgroup of 
G, then 


(4) |G|=|By". 


PRoor. It is clearly sufficient to show that in a quasibasis a,, ci” of 
G(=-0) the power of all c\’ does not exceed |B|** (=y)."* We first observe 
that each op defines a sequence 


(5) BN, be, ... (06 € B) 


such that (2) holds. Now, if c;)(+-cl!’) had the same sequence (5), then it 
would follow 


POA =0, pP—c2)—eP—A, pied —c) — ee, . 
ales. to the hypothesis that G is reduced, Therefore, the power of all 
c) can not be greater than the power of the set of all sequences (5) te 
than |B]*°. 

We note that in (4) the sign of equality may well hold without being 
|B|—=|B|'*. In fact, if G is the torsion subgroup of the complete direct sum 
of the cyclic groups 3(p), 3(p’),... then the discrete direct sum B of the 


same groups is readily seen to be a basic subgroup of G. Here |G| = and 
|B|—=N,, so that in (4) the sign of equality holds. 


5. An interesting property of basic subgroups is established by 


THEOREM 3." A basic subgroup B of G and a basic subgroup B, of the 
first Ulm factor G,=G/G' of G are isomorphic. 


8 |B\=2 for G(40) is assumed to be reduced. (N denotes the power of the 
continuum.) 


19 Cf. Kutixov [9], Theorem 4. 11. 
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Proor. The obvious relation Bf G'—0, together with the first iso- 

morphism theorem, leads us to the result 
1B, G iG oe BBN G') = B. | 

Hence, it suffices to verify that Bi —{B, G'}/G' is a basic subgroup of Gy.” 
The stated isomorphism implies that Bo is the direct sum of cyclic groups, 
and since by the second isomorphism theorem G,Bt—(G/G')/({B, G'}/G') = 
~ G {B, G'} where the latter group is a homomorphic image of the complete 
group GB, thus G,/B; is itself an algebraically closed group. What remains 
to be proved is the servingness of Bs in G,. Let p"x€{B, G'}, that is to say, 
p’x=6b+g (0€B,ge€G’). Since g is of infinite height, we obtain g=— 
= p"g’ (g’€G), i. e., p"(x—g’)=5 whence, by the serving character of B in 
G, we have p"(x—g’)=p"b’ (b’'€B). We conclude p"x—p"b’+g with 
b’€{B, G'} and g€G’', completing the proof. 

We mention as an obvious corollary to Theorem 3: 

COROLLARY 1. For a basic subgroup B and for the first Ulm factor G, 
of G we have 
f . |B| S| Gil. 

Hence Theorem 2 implies 

COROLLARY 2. For a reduced p-group G and for its first Ulm factor G, 
we have 

'G| =|G,|". 
6. We shall have to make use of the following sharpening of Theorem 1. 
THEOREM 42 Each p-group G contains a basic subgroup B satisfying 


©) OO ea ae 


Proor. From the definition and existence of a quasibasis it results at 
once that the sign > is impossible in (6). On the other hand, let /* be an 
arbitrary basic subgroup of G and suppose that B* does not fulfil condition (6): 


R (G/B*) < R(p"G) a EO a 
On account of the obvious isomorphism” G/B* = p"G/p"B* we have 
R(p" G[p" B*) < A(p"G) [Oto 8 = Oj Ny 2ontex 
which implies 0 
R(p" B*) = &(p"G) 
(observe that if B* does not fulfil (6) then the rank of p"B* can not be finite). 


20 Here we make use of the fact mentioned in point 2 of this section. 


21 See Kuuixov [9], Theorem 4. 24. SI 
22 This isomorphism is an easy consequence of the construction of the quasibasis. 


18* 
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Let B*= > {a,} and min &(p"G)= min R(p"B*) =p. Then 


N==0, 1,9) 3 
the power of the set of direct summands {a,} of order >p" is at least » for 
each non-negative integer n, consequently, B* can be represented as the 
direct sum of groups B% such that 2 ranges over a set of power p and each 
Bj is the direct sum of cyclic groups of unbounded order: 


“8 
Bi Difax} (O(a) =p"). 
x 

Selecting an unbounded sequence niaj<Mmo2<-:-, we form 

Bi={aa—py2 "Maz, ai2—p"™3-"2073,...}+ 2, {da} = 
6 oth SD, oes 
ve oes AD Te + Ae SS Wag “Nyy + L oat. > {a \ 
= {a,— pr "Me + {az—p 2Az3) + ee + ee Pte 
z-E 1,2... 


and obtain™* £3 B,~ 3(p”). Now 
B=); Bi 
a 


is a basic subgroup of B* and hence also of G. Moreover, B satisfies (6) 
considering that 


R (G/B) = & (B*/B) =p = min R (p"G), 
ei ie oe 
q. e. d. A basic subgroup B with property (6) will be called strong. 


§ 4. p-groups without elements of infinite height 


This section is devoted to a theorem that may be regarded as an 
analogue (but not a generalization)” of PRUFER’s famous theorem on count- 
able p-groups without elements of infinite height. It is known that in the 
general case there is no direct decomposition, but the existence of an inter- 
direct representation is ensured by the direct part of | 


THEOREM 5.” A p-group G is isomorphic to a restricted and serving 


interdirect sum of cyclic groups if and only if it contains no elements of 
infinite height. 


Proor. The "only if part of our assertion is obvious, therefore we 
may restrict ourselves to the demonstration of the converse statement. Let us 
assume that G contains no elements of infinite height and take a quasibasis 
of G with elements a,, ct”. We shall show that G is isomorphic to a restricted 
and serving interdirect sum of the cyclic groups {a,'. 


3 For a similar reasoning see Ku.ixov [9], Fucrs [3], Fucus, Kertész and Szere [4]. 

24 Prorer’s theorem is no special case of Theorem 5. (For Prirer’s theorem see 
Prirer [15], and for simpler proofs Kutikov [7], [8] and Kerrész [5].) 

> An equivalent form of Theorem 5 is due to Kutixov [8], § 5. Here we prefer to 
give an independent proof based on the notion of quasibasis. - 
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Let f have the same meaning as in (2). Then we assign to c'” the 
following formal sum: q 


(7a) Ch —> Be + poe + poe +... = mPa, + mBa,+--- 
where on the right the terms are arranged with respect to the elements a,. 
Of course, this infinite sum contains but a countable number of non-zero 
terms. Similarly, let 


(7b) Ch.) —> BL + poy + poy? + --- = mai + mBa,+ --- 
3 2p 3) on 3) or 
Cn — BY + pb, + pb +... — mPa’ + may +... 
‘Then it is evident that these formal sums are connected by the same defining 
relations as the elements oy, cO), ... themselves. 

With the help of these sums we can assign to each element x of G a 
formal sum of finitely or countably many terms m,a,=-0, in the following 
manner. At first we represent x in its unique form (3) and then introduce in 
place of the c(” their formal expressions given by (7a) and (7b); finally, we 
arrange the terms with respect to the elements a,. Let the totality of all for- 
mal sums thus arising be denoted by H. 

If we define the addition for the elements of H in the obvious manner, 
then it is readily seen that the above correspondence between the elements 
of G and those of H is addition preserving; thus it is a homomorphism of 
G onto H. We have still to show that the kernel of this homomorphism is 
zero, i. e. that x +0 (x€G,OE€H) implies x —0. 

Let 
(8) OE x=Aic!? + +--+ hc? + a+ s-+-+rna—+0 (A:==0 mod p); 
then s=1, for O+-x€B, x-—+0 is clearly impossible. As (8) implies px 0, 
p’x—0,..., there is no loss of generality in assuming n, = 1, =...=n; =1,1.€. 
9) OF x=Mcl +--+ +nat-+na+0 (0<h:=p—t)- 
In view of the relations 

prc? = prc) — pf) eS pat (el) pb a, oi 
as 0? pb? — pro” 
‘we have 
x—pr(iicl 4 + hee) + [(a BY + +b?) + 
+ p(B + += ABE) Eo tpt + heb) + a+ + a] = 
== phen + ee ee) + (kia, eee k,a4). 

The hypothesis x+0 as well as the fact that the formal sums satisfy exactly 
the same defining relations as the corresponding elements, imply that if we 


introduce here the above expressions for the ise and arrange with respect 
to the a,, then all terms vanish. Since in the first term of the last expression 
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the coefficients of the a, (in the non-vanishing terms) are all -divisible by 
p", the same must be true for the second term, i. e. 
k,a,+-°: + kyaq = p"(kia; “face + kqaq = py 

for some y€G. Consequently, H(x)=n, and since this holds for each natural 
n, we are led to a contradiction to the fact that x--O must be of finite 
height in G. The definition of the formal sums shows that but a finite 
number of elements a, of the same order may occur in an infinite sum, so 
that this interdirect sum is actually restricted in the sense of §2. The 
servingness of H in the complete direct sum follows easily: if p'z€H holds 
for some z in the complete direct sum, then by the algebraic closure of H/B 
there is some x€H with p"z—p"x€B; hence for a suitable 6€B we have 
p'(z—x) = p"b, in other words, p"z=p"(x+6) with x+6€H. Q.e. d. 

A representation as restricted and serving interdirect sum of cyclic. 
groups is unique in the following sense. 


THEOREM 6. /n the restricted and serving interdirect representations of a 
p-group G (without elements of infinite height) by means of cyclic groups 
the orders of the cyclic groups are uniquely determined. 

Proor. We show that the discrete direct sum B of the cyclic summands 
is a basic subgroup of G. Then by the isomorphism of all basic subgroups 
of a group, our assertion will follow at once. 

The proof that B is a serving subgroup of G is so obvious that it may 
be left to the reader. What remains to be verified is the completeness of the 
factorgroup G/B, in other words, that each element g of G is of infinite 
height modulo B. If g contains infinitely many non-zero terms then, g being 
of finite order, there is but a finite number of these terms which are of height 
<n for a fixed n. The sum of these terms is therefore an element of B, and 
so g is congruent modulo B to an element of the complete direct sum, and 
by the servingness, also to one of G, which is of height =n, as we wished 
to prove. 


§ 5. Necessary conditions for the Ulm sequence 


Let G be a reduced p-group with the Ulm sequence Gz (0=«< 1) 
where + is an ordinal number not exceeding the power of G. For each a, 
we choose an arbitrary but fixed basic subgroup Bs of Ga, Be—= > {aay}. 


THEOREM 7. For the Ulm sequence Ga (@<t) of the reduced p-group G 
the following conditions are satisfied : 


(I) re, (Gel SIG|S TT |Gels 
Sa<t 0Sa< min(oa, 1) 
(II) “ie |Gal=|Gy\"" for all O=B<T; 


(III) |Bui|<|p"G.| for all a+-1<t; n=0,1,2.... 
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ProoF. In (I), the first inequality is evident on account of the fact that 
the group G is the union of all (disjoint) sets G’—G*' for O<a<+r 
(G°—G*"*" means the set of all elements of G® not in G"*"), and clearly, 
|G* —G**"| =|G*/G*""| =|Ga|. In order to establish the second inequality, 
we miay confine ourselves to the case w =v, for otherwise an obvious equa- 
lity holds. Let | min |Gx|=|G,|. Then 


|G| = |G/G"| |G"| =| Go) |G]... Ges] |G" 
Applying Corollary 2 to the group G* whose first Ulm factor is G,, we obtain 
|G*| =|G,|* <|G,| \Gesth. ee 
whence the statement is trivial. 


(II) may be verified at once, since for the group G’ we have by (l,) 
and Corollary 2: 


2, |Ga|=|G*|=|Gs|™. 


BSe<ct 
Now let us consider (III). The definition of G*' implies that for each 
natural integer n there must exist in G*/G** a solution x‘ of the equation 
px; = das1,+. We show that y= implies x” + x” (mod G*'). Indeed, 
from x\ = x +a (a€G*""/G"* = Gast) it would follow (taking, say, n =m) 
that 


n(n) uw (m) i—m 


p"a=p Xy —p" Xn = dext,y—P” "Aas, w€E Bast, 
and so, by the serving property of Bayi, we would get 
Ae,» — "Aas, p= p"b (6€ Bast) 
which is impossible in the basic subgroup Bai:. Taking into account that 
x® is of order p" modulo G“"', we arrive at the desired inequality. This 
completes the proof. 


§ 6. The construction for groups of type 


Condition (I) in the preceding theorem shows the remarkable fact that 
an upper estimation for the power of a group G may be given if one knows 
nothing else than the first « Ulm factors of G. Therefore, it seems to be 
quite natural to discuss first of all the case + — @ separately. In fact, the general 
case can be reduced to this one. In case 7—o we find the following result. 


THEOREM 8. Let G, (k==0, 1, 2,...) be a sequence of p-groups without 
elements of infinite height and » a cardinal number satisfying™ 


25 We remark that the inequality 
ao 
DUG {a16G,/" 


k==n 
corresponding to (II) in Theorem 7 is already a consequence of (ii) and of Theorem 2. In 
fact, [oye Basan |G,4911G41/¥S1G,, etc. imply the desired inequality. 
(Here and in the theorem, B, denotes a basic subgroup of G,.) 
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(i) SG [1G 


(ii) | Bus1| |p" Ge| (n,k =0, by@ec a 
Then there is a reduced p-group G of power » and of type such that its 
Ulm sequence is just G, (k= 0, 1, 2,...). 


Proor. At first we define a group H of type m» and of power 
a= > |G \(S p) with the Ulm factors G,. For each k, we let correspond to 
k=O 


the elements a, and ci, of G, (a quasibasis of G,) generators wu, and 


uv) of H with the following set of defining relations: 


1° p™*ty=0 (if O(a») =p"), 


1 
ps9 p= Ur+1, 75 


s pvt) —= if) sti e202 Sky, (n = 1) 


if and only if the (corresponding) relation 


1 
petit) — ch) —s, ay, —-. .c — Si Os, 


holds in G,. 
We observe the important fact that if we take a quasibasis relative to a 
strong basic subgroup B,, then the power of the set of all c\!) for a fixed 
k is equal to min R(p"Gx) (cf. Theorem 4); consequently, p” G; being 


infinite, (ii) guarantees that the power of the set of all m.1,, for a fixed k 
is not greater than R(p"G,) and hence we may suppose that in 2” every 
Usi,r occurs at least once. 

Considering that each element x of H thus defined can be represented 
in the (unique) form 


de ee 
where pyl; and O(a;,.,) Yhi, it follows that H is a p-group. In order to 
see that this x does not collapse to 0 provided r+t=1, we map H into a 
group P of type p® in the following manner: we map the element u,, upon 
an arbitrary element of order p"’”, or upon O, then the image of t) will be ; 
determined by using 2° and that of r"*2(n = 1) successively by the aid of 
3°. (It must be noted that if the element on the right member of 2°, 3° is 
mapped upon O€P, then. the image of r"*" can be taken arbitrarily of order 
p.) It is immediate that with this definition of mapping all defining relations 
of H are satisfied by the corresponding elements of P and therefore this 
mapping induces a homomorphism of H into P. Moreover, we may. plainly 
choose the images of uw, and uj’ so that the fixed element x is not mapped 
upon 0. Hence x=0, in fact. It also follows that H has the power 4. 


7 It suffices to show this only for x with n, =...=n,=1. If the image of a pre-- 
scribed x of this type happens to be zero under some choice of mapping, then we alter 
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Next we turn to showing that u,, and vf) belong to G* but not to G'+, 
This proposition is for k=O quite evident and for k= 1 we use induction. 
Let it be true for k. By 2° and 3°, every wys1,, is of infinite height in G* 
(as Pvk2= Uns,» implies P’'Ve = Uys, » by the construction of the quasibasis) 
1. €. Uni,» €G*, Further, each vy, also belongs to G*!, for 3° implies 


(0) ghee (n+) 
Vk+I, bw = p' Vk+1, uw aL h, Uk+1, », + ajats +- Ay Uxs1, Vs 


and, as demonstrated just now, every u4:,, is of infinite height in G*. On 
the other hand, it is clear from the induction hypothesis that they are not of 
infinite height in G**!, i.e. they are not contained in G*#, q.e. d. 
Knowing this, it is readily seen, by induction, from the arguments in 
the paragraph last but one as well as from the unicity of the quasibasis 
representation that no element of the form 
MOY, Sith», --.. eb fottey, + havin +... hee? (DF hi, Oli) XT) 
may belong to G**! (the corresponding element of G, is of finite height!). 
Thus we infer that H is a group of type w whose Ulm factors are G,. 
If in (i),q=p holds, we are finished. If not, we proceed to define a 


group F of power J J/|G,|—r as the totality of all (finite and infinite)* vectors 
k=0 


w=(wW,,W,,...) where w, (in the k-th place) is of the form (10) but such 
that the orders of w, (considered as elements of H) are bounded (for a fixed 
w). In counting the sum w+w’ we agree to add componentwise but must 
always take into account that according to 2° we must put pew) = Une, y on 
the k-+1-st place. Hence F is a p-group of power r containing a subgroup 
H* isomorphic to H; this H* (which we shall henceforth identify with H 
itself) consists of all finite vectors w and an isomorphism between H* and H 
may be given by (wy, W,,..-.)<>WtWit....- 
It is evident that an element (w,,,...) of F is of infinite height (i. e. 
belongs to F') if and only if w,=-0. An easy induction leads us to the result 
that F* consists of all vectors of the form (0,0,...,0, Wx, Writ,...) Whence 
the Ulm sequence of F is G, (k=O, 1,2,...). 
Let us turn our attention to the factorgroup F/H. Surely, it is of power r. 
Further, it is an algebraically closed group, for each coset modulo H may be 
‘represented by a vector of the form (0, ™,...). 


the mapping as follows: if x contains a u,,, which is the p times of at most one wh occur- 
ring in x, then we may alter the image of this OM so that the image of x ceases to be 
zero; if such a u,,, fails to exist, then we take an arbitrary u,, and choose zero for its 
image, finally, if Iter the i f exactl f those v” in x for which pvt}? 
ge, finally, if necessary, we alter the image of exactly one of those v,/; 'n x for which pv, 

equals this u,,. Thus the image of x will certainly be different from 0. 
28 We shall call a vector w= (wo, ,,...) finite if w, +0 for a finite number of 


indices k; otherwise it will be called an infinite vector. 
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Let G/H be a complete subgroup of F/H such that its power equals 
the given cardinal p. Then G is also of power p. In order to prove that the 
Ulm factors of G are just G,;, we show that w==(w, wW,,...)€G belongs to 
G* if and only if w—...—wy1—0O. The only if* part of this statement 
follows from the trivial inclusion F*2G*", while the ,if* part may be estab- 
lished by induction on k. Let w=(0,0,...,0, W,.. .)€ G; then, by the choice 
of G/H, we have w=p"w’ (mod H) for some w’€G. Since together with 
w’=(w,w{,.-.) also w*=(0,...,0,mi,...) belongs to G, one has 
w= p"w*+w” with w’€H. Take into account that by induction hypothesis 
w*€G*-! and besides w’€ H*, so that weG*, indeed. Consequently, G has 
the Ulm sequence G;, i.e. G is a group with the prescribed properties, q. e. d. 

REMARKS. 1. Of course, Theorem 8 also holds for groups whose type 
is a finite ordinal. Then there is no choice for the power of the group, for 
the lower and upper bounds in (I) coincide. 

2. We note that even in case q==p we may take — although it seems 
to be superfluous — infinite vectors in G by choosing for G/H, as above, a 
complete subgroup of F/H of power p. This is always possible if q <r. It is 
readily seen that in the case qr the same is true with p* — min | Gx |** in place of p. 


3. For future purposes it must be noted that H is a serving subgroup 
of F. In fact, if p"w is a finite vector then p"w—p"(w,,0,0,...) is a finite 
vector of infinite height in H whence the statement is immediate. Therefore, 
each coset modulo H may be represented by an element of G in an order 
preserving manner. Representing in this manner a maximal independent coset 
system of order p (taken modulo H, of course), we get again an independent 
system of infinite vectors, of the samé power, which are easily seen to be indepen- 
dent modulo H too: if a linear combination of them lies in H, then all 
terms vanish. Consequently, there is no loss of generality in assuming that G 
contains a modulo H independent system of infinite vectors of order p bi 
power is p* (cf. the preceding remark). 

4. It is easy to describe all elements of order p in G provided in 2’ 
each u;.4s,» Occurs no more than once. If pw=O for some w= (wy, Wi, . EG 
then none,of w, may contain either a v\") with n> 1 (this is trivial) or one 
with n=1, considering that we have agreed in putting Pv = Urs, » and 
Ux+1, Can not vanish in the k-+-1-st place of pw. Thus pw—O if and only 
if for every k we have pw,—O and wy contains none of uv). — Without 
making the assumption on 2° one can prove by the same arguments that 
P(Wo, Wi,-.+, We, ++.) =O implies p(O,0,..., We, Wei, ...)=0. 


§ 7. The construction of groups with a prescribed Ulm sequence 


Now we are ready to solve the problem of constructing a p-group G 
of a given type and power and with a given Ulm sequence. The result is as 
follows: 
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THEOREM 9. Let p be a cardinal, t an ordinal number and G, (0=e<T) 
a sequence of non-trivial p-groups without elements of infinite height such that 


(I*) Cy Galesticen. AL Ts, {G5 \; 
0=c<r 0=a< min (a, 1) 
(II*) w,|Gal =|G\ for allO=<8<xr; 
(III*) | Basi| = |p"Ga| for all 1Sa+1<t; n=0,1,2,... 


where Bay, is a basic subgroup of Ga.,. Then there is a reduced p-group G 
satisfying 

a) |G|=», 

6b) (G) =a, 

c) the Ulm sequence of G is Ga (OSa<t). 


Proor. First of all we write the given ordinal number 7 in the (unique) 
form 


T=—wo-+r 
(o an ordinal, r a non-negative integer). Then we break up the sequence 
G, into the following well-ordered sequence of sequences of type o: 


(11) G, with weo=y<m(e+l1) (resp. mo = y < wo+r) 
where 0 =e <0 and the last sequence — if it exists at all — may be finite 
(this is the case if r> 0). 
For each @ we shall construct a group K, of type * » with the Ulm 
sequence (11). Let p,—|A,|—p and 
oye Po=|Kol= > |Gel (for 0 > 0). 
oe 


Se2t 


Of course, (III") implies (ii) in Theorem 8, and (II*) implies 


m= D |Gel+ DS Gels D |Gl+1G i= _ UT 1G 


ogSa— Se<8 og=y<e(o+l) 


(we have put |Gs|= min  |G,|) so that p, fulfils (i). Consequently, by 
+1) 


: og=y < w(09 
Theorem 8, a p-group K, of power p, with the stated properties exists for 
all o with O= mo<t. 

In each group K, we take a quasibasis 0,,,d,, such that for the basic 
subgroup of K, we choose the set of all vectors (w,,0,0,...) where w, lies 
in the group {um,...,Uo,.--} (corresponding to the basic subgroup of the 
first Ulm factor Goo of K,; cf. Theorem 3). We proceed to define a group 


G as follows. For every e, we take generator elements ),, and 2g, corres- 
ponding to 6,, and dj, respectively, with the defining relations 


29 For the last sequence in (11) — if it exists and is finite — the following con- 
struction is by § 6 obvious and therefore it needs no separate discussion. o) 
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1° prer-yor =O (if (Og) =P"®”), 
(1) 0 or 


2 Pt Yor with g>e, or O 

according as pe is a finite or infinite vector in Kg,. 
3 pee = Zou —Si Yor, — vee — S1Vor (n = 1) 

if and only if 

pd) — dM —s, bg,— -. - —Siber, 

holds in Ko. 


Let us remark what follows. 

1. By Remark 3 in § 6, the group K, may be assumed to contain p% 
infinite modulo H independent vectors of order p, therefore, we may suppose 
that the set of all d‘ contains p} infinite vectors which are independent 


modulo finite vectors. (We have put pp—= min |G,|*.) 
oe=y<e (etl) 


2. The set of all y,, with g >o has (by Theorem 3) the power (cf. (II*)) 
A |Buw| SX Gog] = 2s |Gel =|Gel*—=ve5 (|G = min |Gyl), 

samen a iy our First aa ae we may assume that in 2°, for every fixed 
0, all yg, with »>e occur at least once, but only for the independent vectors. 

3. The defining relations as given above imply that the element cote 
ponding to a finite vector of order p is again of order p. Thus if pz = Yor 
then not only d\) has the property that p times of its corresponding element 
iS Yo, but also each vector which differs from dj)? by a finite vector of order 
p. In particular, together with a‘) =(w, w,,...) also (0,... «, O, We, Weel coe 
has the mentioned property, i. e. not only K, itself, but also all Kp (k=O, 1,...) 
have the property of containing an element w such that y,, corresponds to pw. 

ows we are going to show that the group G generated by all elements 
Verte satisfies all conditions enumerated in the theorem. 

That G is a p-group is quite obvious. The next step is the observation 
that each element g of G may be written (uniquely) in the form 


son hy Yow, + “32 +AsYo,v,+ hee. +.. +h a 


XtMe 
with p¥/1; and O(bo,,,) 4 Ai, further, that entirely in the same way as described 
in the preceding section we can show that g is never zero unless it is trivi- 
ally. zero, i. 6S sf == 0; 
Hence it results at once that |G|=». In fact, as the first inequality in 
(I*) implies that pp =p for each @ and that the power of 7 is at most p, we 
obtain 


p= |G|= = 2% = pp=p. 


We have still to prove that G ee the Ulm sequence Ga (QS a@< 7). 
To this end we show, first of all, that y,, and 2%") belong to G' for e=1. 
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For the same reason as in the preceding section it follows that this assertion 
must be verified only for yp,. But this is an immediate consequence of 2° and 
the second remark. Further, remark 3 implies that they belong to all G* (with 
k= 2,3,...), i.e. to G°. Therefore, the first w Ulm factors of G are actu- 
ally Go, G,,... . A similar reasoning completes the proof that G is a desired 
group. 

By Theorems 7 and 9 we arrive at the following result: 

THEOREM 10. Conditions (I*)—(III*) are necessary and sufficient for the 
existence of a reduced p-group G of power y, type t and with the Ulm 
sequence G. (0=@<T). 

It we put p—N,, we reget ZIpPPiN’s theorem. 


§ 8. Some conclusions 


Theorem 9 enables us to give examples showing that ULM’s theorem 
does not hold for groups of power = X&,. 

Let G,, G,,..., G,,... be a sequence (of type w)’ of unbounded count- 
able p-groups without elements of infinite height. Then, by PRUFER’s theorem, 
they are their own basic subgroups, hence (III*) and, trivially, (II*) are ful- 
filled. If we choose firstly p— WN, and secondly p= WN,, then (I*) is also satis- 
fied in both cases. Consequently, by Theorem 9, there exist groups G and 
G’ of power N, and §N,, respectively, whose types (—«) and Ulm sequences 
(=G,) are the same, without the groups themselves being isomorphic. 

It is not difficult to show by an instance that it may happen also for 
groups of the same power p, where p=WN,, that they are of the same type 
and have the same Ulm sequence, however, they fail to be isomorphic. Let 


TA. ER ae alee Casi: oe 


be a sequence of type w2 where G. (1 = @ <2) are unbounded countable 
p-groups and G, is an arbitrary unbounded p-group of power p; no Ga con- 
tains elements of infinite height. By Theorem 8 there exist groups G* and 
G™ of type » and of power p and No, respectively, whose Ulm sequences 
Be Gas Gis cory Oks +> ANd Gay Gust;-+.5 Gore,» bespectively. As in the proof 
of Theorem 9, one may establish the existence of a reduced p-group G of 
type 2 for which G/G°= G* and G*°~G™. This G is of power p and has 
the prescribed Ulm sequence. On the other hand, if we construct another 
reduced group G’ in the same way with the sole modification that we require 
|G*|—N,, then G and G’ yield a sought pair of reduced groups. These examples 
inform us that ULM’s theorem ceases to hold even for groups of power = N,- 

The latter instance may suggest that perhaps ULM’s theorem — which 
is a surprisingly deep result in the light of the proof of ZIPPIN’s theorem, 
for there is a great variety of ways of giving the defining relations, and iso- 
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morphism will still hold — keeps its validity if besides the power of G one 
is given also the powers of all subgroups G“ of G (of course, satisfying cer- 
tain postulates). (Evidently, in the countable case one may consider the 
powers of G“ to be also known.] The next example” will serve to demon- 
strate that the knowledge of these powers is not yet sufficient for the iso- 
morphisms of the groups. 

Let G, be the torsion subgroup of the complete direct sum of the groups 
3(p), 3(2),... and let G, be the direct sum of cyclic groups of order p 
such that |G,| =. We take the discrete direct sum of the cyclic groups in 


G, in order to get a basic subgroup B, of G,,B,— > {au}, and then com- 
k=l 


plete the system (aox) by the elements ci”) to obtain a quasibasis for G,. In 
view of § 6, there is a reduced p-group G, defined by the elements 
Uox, 1h, tty» Connected by the relations 1°—3°, such that the Ulm factors of 
G are G, and G,— > {a,,}." We may also construct another group G’, again 


with the Ulm factors G, and G,, and with the same generator elements, but 
we somewhat alter the defining relations 1°—3° by requiring that in 2° not 
necessarily pr), —w1, but either prt —w, or —O, and both relations hold 
for a set of elements 2‘; of power &. The groups G, G’ are of power XN, of 
type 2 and have the sathe Ulm sequence G,, G,; however, they are not iso- 
morphic. For, if we take into consideration the factorgroups G, G, and G,’'G, 
where G,, G; are the set of all elements of G,G’ whose orders are =p, 
then it follows by an easy inference that |G,/G,|—), while |G/’G,| =. In 
fact, the first factorgroup is generated by the elements wo, and the second 
factorgroup besides these elements also by those vf, for which in 2°, pri, 0 
holds (cf. Remark 4 in § 6). 

To sum up, countability is a heavy restriction and if we remove it, 
quite another situation arises from the group-theoretical point of view. The 
characterization of the reduced p-groups of arbitrary power by means of 
invariants seems to be an extraordinarily difficult problem. 


NoTE (added 28 August 1953). The continuation of KULIKOv’s paper 
has now appeared (O6o6menHbIe npumMapHble rpynnt. Il, Tpyabt Mock. Mart. 
Oou., 2 (1953), pp. 85—167). Conditions (I*)—(III*) and those obtained by 
KULIKOV differ only in condition (III*) whose analogue in KULIKOv’s main 
theorem 10.1 is condition (s:)|Gas1/pGa1'=R(p"Ga). It is easy to show 
that (s,) and (III*) are equivalent. In fact, the isomorphism Ges; pGayi 
~ Boss/pBayy implies |Bes|=|Ber/pBeri|=|Gas1/pGasi| and besides we 
have clearly R(p"G.)—=|p"G.«| (provided the groups are infinite which can 
be supposed for otherwise the assertion is obvious). — Several preparatory 

*» The idea of this instance originates from an example given by Kutixov; see 
Kurosu [13]. 

3t We assume that each wi» occurs in 2° exactly once. 


ON THE STRUCTURE OF ABELIAN p-GROUPS 287 


theorems are similar and the two proofs have also the analogy in that they 
are carried out in two steps, but the principal ideas on which the proofs are 
based are quite different. 


(Received 2 July 1953) 
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O CTPOEHMU NMPMMAPHbIX ABEJIEBbIX [PYM 
Jl. ®YKC (Byganeut) 


(P e310 Me) 


Bonpoc 0 CTpoeHHH MpHMapHbIxX aGeneBsIx rpynn HaMMeHbWeM OeCKOHEYHOH, T. e. 
C¥eTHOM MOLJHOCTH ObLI pewleH NOYTH ABa_WaTb eT TOMY Ha3af\: 3HAMEHHTbIC TEOPeMbI 
Mpwdhepa, Yapman Wunnuka gawr nomuyw xapaKtTepucruky aTHx rpynn c no- 
MOLIb1O WEAOYNCACHHBIX HHBapHaHTOB, [Ipu pacCMOTPeHHH P-rpynn NpOHSBOABHOM MOUWLHOCTH 
BCTPe4alOTCA SH24MTEMbHbIC TPyAHOCTH ; MHOrHe M3 HHX OblIn OTCTpaHeHE! Ky 1u KOBbIM. 
ABTOp paCCMaTpHBaeT TEOPeMb! 1A P-rpynN NPOUSBOABHOK MOLAHOCTH, AHANOrHYHBIe TEOpeMaM — 
IMpwdepa, Yapma uw Wunnuna. ; 

Jloxaspipaetca Cnepyrousad TeopeMa, COOTBeTCTByHOLUaA Teopeme I] ptodepa H 3kBH- 
BaeHTHaA OfHOM Teopeme Ky aukoBa: 

AG6enesa p-rpynna, He COfep»Kauad SACMeHTOB O€CKOHEYHOH BBICOTKI, H3OMOpiHa 
HEKOTOPOM MEXKAYNPAMOM CyMME LHKINYECKHX P-rpynn ; NOPAAKH NpPAMbIX CAaraeMbIx ONpe- 
A@NeHbI MIpH STOM OAHOSHAYHO. (MbI HasbiIBaeM ME*KAYNPAMOM CyYMMOM Takyto rpynny, KoTOpaa 
N@KUT M@X*KAY AHCKPeTHOM WH NOAKOM NPAMBIMH CYMMAMH..) 

B camoe nocnefHee sapema Ky uk OBY yAanocb HaHTH TeOpemy, COOTBETCTBYIOLLYIO- 
Teopeme I[unnuna. He anand 06 atom pesynptare Ky THKOBA, aBTOP TOKE pewna 
npobsemy o60OmeHnA Teopembl LLHnnwuHa; OCHOBHAA HAeA NPHBELEHHOrO 3pecb MeTOAa 
CyLUeECTBEHHO OTIMYAeTCA OT MeTOAAa KynukKOBa Hu AaeT Gomee HeNOCpepCTBeHHOe MOKa3a- 
TeAbCTBO, Tak KaK Ky AUkKOB AOKAsbIBAeT CBOIO TeOpemy B Goree OOue @opme. Teopema 
Tacut : 

Ilyctb safaHbl KApAHHaNbHOe YHCNO p, NOPAAKOBOe 4HCIO fF HK BNOAHE ynOpafoyeHHan 
nocnefOBaTeNbHOCTD (THNa zt) p-rpynn Ge(OSa<7z) He COfepxKauHx anemMeHTOB GecKO- 
He4HOW BbICOTHI. [lA TOrO, 4TOGBI CyueCTBOBaNa peayuMpoBaHHan p-rpynna G mMOuHOCTH 
p M THMA 7, YIBMOBCKOH MOCHeAOBATeEMbHOCTLIO KOTOPOH ABAAeETCA Kak pas Ga, HeEO6OxOqHMO 
H AOCTATOYHO, YTOObI BbINOAHANHCh CefylouHe yCAOBHA : 


(1) DS Gelert Tae: 


OSecr 0=a< min (a, 1) 
(2) > |Gals|Ge ana OSs8<r; 
BSact 
(3) | Ba+1| |p" Ga| mt - bae-l <t; n=O 1 2c 


rae Ba+i OasncHad nogrpynna rpynnb Gast. 


Ucnonpaya ato o606ujenne Teopembt ILM NM Ha, MO*KHO MpHBeCTH NpocTsie npH- 
MePbI, NOKA3bIBAIOWIME, UTO yoKE AIA rpynn MOuHOCTH N, Teopema Y 1bMa He HMeET MECTA. 


ON IDEAL-QUOTIENTS AND PRIME IDEALS 


By 
OTTO STEINFELD (Szeged) 
(Presented by L. Répe1) 


§ 1. Introduction 


First of all we introduce the following notions: Suppose in the (asso- 
ciative but not necessarily commutative) ring R we are given a subset H and 
a (twosided) ideal b. The elements ¢ of R satisfying 
(1) BHSb 
form a left ideal in R,' which we shall call a left ideal-quotient and denote 
by (6: H). In a similar way, the right ideal-quotient (6: H), is formed by 
the elements £ satisfying 
aay. - HgSb. 

46: H), is of course a right ideal in R. The set of all elements 8, satisfying 
(1) and (2) at the same time, will be called ideal-quotient and denoted by 
bxy=5b:H-? Evidently we have b&b: H, (b: H),,(6:H),, and 

(3) ba = b? A= (62H) (6:A)-. 

In particular, if Hb, we have 6:b6—R. In case R is commutative, 
obviously (6: H);= (6: H),=6:H holds, and 6:H coincides with the clas- 
sical notion of ideal-quotient. 

In this paper we shall consider in the first place the cases where H is 
an ideal, a one-sided ideal or an element of a given ideal. 

As usual, we call the ideal p of R a prime ideal, if abSp (a,b ideals 
in R) implies aSp or b&p. As it has been proved by N. H. McCoy ({1] 
‘Theorem 1), a prime ideal can. be defined also in the following equivalent 


1 This statement follows from the fact that eH&b and oH &b imply (g—e)H gb 
and ReHSb. If, specially, H is a (left) ideal in R, eRHSGb is also fulfilled, so (b: A), is 
now an ideal. : BeBe Rees 

2 If H =a is an ideal in R, b:a is evidently also an ideal in R. In the case of an 
arbitrary ~set H, the ideal-quotient by is a module such that Rog NbyRE bu is also 
fulfilled. (A submodule M of R satisfying MRNRMGM may be called a quasi-ideal. We 
hope to consider quasi-ideals on a later occasion.) : : 

“ae 3 Cf. e.g. B.L. van per Waerven, Moderne Algebra, vol, Il. (Berlin, 1931), § 81. 
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ways: The ideal p is a prime ideal if one of the following conditions is ful- 
filled : 

a) if (a), (@) are any principal ideals in R satisfying («)(@)&p, then 
we have («)©p or (@)Ep; 

b) if a, 8 are elements of R such that cR&©&p», then we have e€p or 
BED; 

c) if ,,f are any left ideals in R satisfying | l,2p, then we have 
{,Sp or [,Sp; 

d) if r,,r, are any right ideals in R satisfying r,r,Sp, then we have 
r1Sp or r,Cp. 

The ideal q will be called a complete prime ideal if «f8€q (a, 8€R) 
implies @€q or S€q. 

Comparing the definition of the complete prime ideal with a), it is 
obvious that a complete prime ideal is always a prime ideal, the converse 
being generally false. Further, it is easy to see that in case of a commutative 
ring the two notions coincide.‘ 

Naturally, the ring R itself is always a complete prime ideal (and so 
a prime ideal). We shall call the ideal a of R a proper ideal, if R=-a. 

In his paper [2] M. NAGATA has proved — among others — the fol- 
lowing theorem: 

Let S be a subring of the ring R and p, a prime ideal in S. Then 
there exists a prime ideal p in R such that pS =p, if (and only if) there 
exists an ideal a in R such that aN S—py,. The last condition is satisfied if 
S is an ideal in R. 


REMARK I. When S is an ideal in R and p,+S, no ideal properly con- 
taining » has the property in our assertion. 


REMARK II. It follows that every semi-prime ideal in S is an ideal in 
R if Sis an ideal in R.° 

In this paper we treat the case when S is an ideal in R. We show 
that the ideal-quotient p,:S is a prime ideal p occurring in NAGATA’s theo- 
rem. Further, we show that, if p,=-S, the prime ideal p satisfying SN p =p, 
is unique. This can be expressed in the form p = (p,: 1), { (not in p,) being a left 
ideal in S. As a corollary of our theorem we obtain a necessary and suffi- 
cient condition for R to have a proper prime ideal. This condition enables 
us to get a view of all proper prime ideals of R. We shall also give a ne- 
cessary and sufficient condition for (0) to be a prime ideal in R. 


* Cf. e. g. B. L. van per Waren, loc. cit. 3, § 82. 
5 M. Nacata calls an ideal semi-prime if it is the intersection of prime ideals. For 
this striking theorem, which it is evidently sufficient to prove for the case of prime ideals, 


we shall give in lemma 1 a proof based immediately on the definition. L. Répe! [3] proves. 
a general theorem concerning this problem. _ 
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In §3 we prove analogous results for the case when p, is a complete 
prime ideal in S. 


Finally, in § 4 we apply our results to the Schreier extension of rings. 


§ 2. Results on prime ideals 


. THEOREM 1. Let a (+-(0),R) be an ideal in the ring R, and p a prime 
ideal in a. Then the ideal-quotient p,—yp:a is a prime ideal in R, and 
(4) PaNa—p. 

If p==a, then p, is the only prime ideal in R whose intersection with a 
ts equal to ». In this case p, can be given also in the following four ways: 
(5) Pa = (pia = (pa), = (p: I: = (p:r),,” 
where {,r are arbitrary left and right ideals in a subject to the conditions 
{,r not in p.* 

REMARK |. By the second isomorphism theorem® theorem 1 implies that 
the ideal (a+ p,)/p, of the factor-ring R/p, is isomorphic to the factor-ring a/p. 


REMARK 2. The converse of a part of the above result is also true 
(cf. NAGATA [2], Theorem 9 a): A left ideal b of R is a prime ideal in a if 
and only if 


(6) b, = b:a 
is a prime ideal in R such that 
(7) b = 6,fa. 


REMARK 3. (Cf. Remark I of NAGATA [2].) If p is a prime ideal in the 
ideal a and r is a one-sided ideal in FR satisfying rMa—p, then we have 
r&Mpoq. 

REMARK 4. A prime ideal p(=- a) of the ideal ais a prime ideal in R if 
and only if p= p,. 

We have also the following 


COROLLARY 1. Consider an arbitrary ideal a(=-(0)) of the ring R. R 
contains a proper prime ideal if and only if either a or R/a contains a proper 


prime ideal. 


6 By ideal of the ideal a of R we understand an ideal of a considered as a ring. 
7 It is easily shown that the ideal-quotient (Pp: 0, is identical with the maximal ideal 
m in R, for which we have ml Cp. A similar statement is true for the ideal-quotient (p:1),. 
8 Such a left ideal in a is for example aa(a€a, € ?). Indeed, p being a prime ideal 
in a, if for the element «(€a) aalp, we have acep. Similarly, for the right ideal ea in 
a(a€a, Ep) we have aaCp. We shall make use of these facts in the proof of corollary 2. 
9 For the first and second isomorphism theorems see N. Boursaki, Algébre (Paris, 


1951), Chap. I, pp. 130—131. 
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REMARK 5. Given an ideal a(=-(0)) of R, all proper prime ideals of R 
can be obtained in the following way: First we form the ideal-quotients 
p:a=p, for all proper prime ideals p of a. So we get all proper prime 
ideals of R not containing a. Then we consider the proper prime ideals of 
the factor-ring R/a as sets of elements in R; so we obtain all proper prime 
ideals containing a. 

In the proof of theorem 1 we shall make use of the following lemmas. 


LemMMA 1. (Cf. NAGATA, Remark II.) If S is a left (right) ideal in the 
ring R, then every proper prime ideal (and so every proper complete prime 
ideal) p of S is a right (left) ideal in AR. If S is an ideal in R, then the 
prime ideals (complete prime ideals) of S are ideals in R too.” 


ProorF. It suffices to prove the statement concerning, say, left ideals. 
Let S be a left ideal in R and p(=-S) a prime ideal in S. Let x denote an 
element of p, o an element of S not contained in p, and @ an arbitrary element 
of R. As we have xeSo&y, the prime property of p in S and o€p imply 
xo€p, i.e. p is a right ideal in R. It can be proved in the same way that 
in case S is a right ideal, p is a left ideal in R. 

LEMMA 2. (McCoy.) If p is a prime ideal in the ring R, then, for any 
ideal a of R, afp is a prime ideal in a. (See McCoy [1], Lemma 2.) 

LEMMA 3. Let a(==(0),R) be an ideal in the ring R and p(+a) a 
prime ideal in a. Let { denote an arbitrary ideal in a ({ notin p). If an ideal 6 
of R satisfies 
(8) bf{Sp or [bp ({ not in p), 
it satisfies also 

_bm&p and mbCp 
for any ideal m of a. 

Proor. It is enough to prove the statement under the hypothesis of 
condition (8,). For an arbitrary ideal m of a, from (8,) we obtain mb6{Cp. 
As mb and [ are ideals in a.and [ not in p, owing to the definition of p we 
have mb ©p. Therefore, in particular, 


(9) [bp ({ not in p) 
is fulfilled. From (9) we obtain [bm€p, and hence bm €p follows as before. 


LEMMA 4. Let a be an ideal in the ring R and p a proper prime ideal 
in a. Let @ denote an arbitrary element of a not contained in p. If some 
element e(€R) satisfies 


(10) eaee&p (@€a, €p), 
then we have also ea©&p and age&p. 


10 It is remarkable that whilst the proper prime ideals of the left ideal S are right 
ideals in R, the improper prime ideal (= S) of S is a left ideal in R. 
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Proor. For any element &(€a), (10) implies EoaeSyp. As we have 
Eeéa,ae€a and a@€y, from definition 6) it follows Ee€p, i.e. agcp. So we 
have a fortiori 
(10') eagcp = (wa, Ep), 
and hence ea yp follows by the same arguments as before. 

PROOF OF THEOREM 1. Let p satisfy the conditions of the theorem. Then 
by lemma 1, p is an ideal in R, so we can form the ideal-quotients (5). 

It is obvious that in case ap, a,—R is a prime ideal in R and (4) 
also holds. Therefore we may restrict ourselves to the case p=-a. We show 
that the left ideal-quotient (p:a) is a prime ideal in R. As a is an ideal 
in R, (p:a) is evidently also an ideal in R (see'). In order to show that 
it is a prime ideal, let m,n be ideals in R satisfying mn&(p:a). By the 
definition of (p:a), 

(11) m-na=mn-aGp. 


If nap, wehave nC(p:a). If na not in p, then, na being an ideal in a, (11) 
together with lemma 3 implies ma©&p; so we have m€&(p:a). 

It can be shown in the same way that (p:a), is also a prime ideal in R. 

Now we are going to prove 

(12) (p: a) = (p:a),. 
If e€(p:a), we have oa©p. Hence we obtain the relation aeaS p. As anotin p 
and p is a prime ideal in a, we have agGyp, i.e. (p:a))S(p:a),. The in- 
clusion relation (p:«a),©(p:a) follows in a similar way, so we have proved 
(12). From (3) we get p:a—(p:a): =(p:a),, consequently, the ideal-quotient 
Pa = p:a is a prime ideal in R. 

Instead of (4), because of the equality p, —p:a—(p:a) it is sufficient 
to prove 


« 
? 


(4+) | p= (pra) Na. 
For this purpose let o€(p:a)fMa; then we have 
(13) oaSp ——(0€ a) 


and » being a prime ideal in a, o€p follows readily." Therefore (p:ay Nap. 
Conversely, from pGa, p&(p:a): we conclude p&(p:a) Na, establishing (4) 
(and (4)). . ete 
We show that if p--a, then p:a—(p:a), is the unique prime ideal in 
R whose intersection with a is p. Suppose that » is a prime ideal in R 
satisfying 
(14) pNa=p (a + p). . 
(14) implies oa}, and hence, by the definition of (p:a);, we obtain 
»&(p:a). Conversely, (p:ayaSp implies (p:ayaSo, and thus, » being a 


11 Cf. e. g. Nacata [2], lemma 1. 
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prime ideal in R such that a not in v, we have (p: Oe? Therefore » = (p:a) 
and our statement is proved. 

It remains to prove the second part of (5). Let { be a left ideal of a, 
not contained in p (i. e. [ not in p). We are going to show only 


(15) (p:a)y = (v: Dh. 

o€(p:a) implies ea» and so a fortiori we have e[&p; therefore (p:a)& 

C(p:f). Conversely, if o€(p: 1), then we have ol] p. Hence we obtain the 

relation ag-{ —a-ol Cp. Sinceao and | are left ideals in a, further [ not in p 

and p is a prime ideal, therefore we have ag}, i. e. (p: ):. S(p:a),. However, 

(p:a) = (p:a),, thus we obtain (p:!),S(p:a), and so we have proved (15). 
As the relation 


(16) (pia), = (pir) 
with any right ideal r in a (r not in p) can be proved in an entirely analogous 
way, we have verified (5) and hence finished the proof of theorem 1. 

Remark 1 does not need any proof. 

Remark 2 can be proved in the following way: the necessity of condi- 
tions (6), (7) is stated in theorem 1. The sufficiency follows from lemma 2: 
as b, is a prime ideal in R,b,Ma—b is a prime ideal in a. 

The statement of remark 3 is obvious in case p—a, for then we have 
(qa == R. Therefore let p be a prime ideal in a, and r a right ideal in R such 
that rMa=—yp. Then ra©p and so by the definition of (p:a) we have 
r©(p:a); therefore, by (5), rp. If r is a left ideal in R, then we have in 
a similar manner our statement. 

In remark 4, p is evidently an ideal in Rand a notin p. If p—p,, then 
p is, by theorem 1, a prime ideal in R. 

If, however p=— p,, then we have p, not in p (since pCp,).paaSp holds 
by the definition of p,, but we have neither p,©&p nor aCp. Consequently, p is 
no prime ideal in R. 

In order to prove corollary 1, let us consider an arbitrary ideal a(+ (0)) 
in R. If o is a proper prime ideal of R, then let p denote the intersection of 
0 and a. 

Case 1. If pCa, p is a proper prime ideal in a in view of lemma 2. 


Case 2. If pa, we have va. Applying the first isomorphism theorem” 
we obtain 


(17) R/v = (R/a)/(0/a). 
So, if o is a proper prime ideal in R, v/a is a proper prime ideal in Ria* 


2 This statement can be proved in the following way: Let @ (e € R) denote the 
residue-class ¢--a in R=RyJa, and let p bea proper prime ideal in the ring R containing a. 


If epRoSo/a, then eRoSp, and since 9 is by assumption a prime ideal, we have either 


e€o or 7€p, so e€ d/a or cE 0/a; v/a is a prime ideal in R/a. As 0/a + R/a follows from 
o +R, 0/a is a proper prime ideal. 
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Conversely, if the ideal a(=--(0)) has a proper prime ideal », then by 
theorem 1, the ideal-quotient p:a is a proper prime ideal in R. On the other 
hand, if the factor-ring Ra contains a proper prime ideal 0,0 = {a, 0, +a, 
02+ a,...}, then the set of all elements in the residue classes belonging to 
oa is easily seen to be a proper prime ideal in R.” The proof of corollary 1 
is thus finished. 

In order to prove remark 5, we establish two classes of the proper 
prime ideals in R. The prime ideals containing a form the class C,, while 
the other prime ideals belong to class C,. The prime ideals belonging to the 
class C, can be given by (17) as sets of elements in the residue classes of 
the proper prime ideals of Ra. 

By theorem 1, the intersections of the prime ideals belonging to C, 
with a are different prime ideals pca. If we take all proper prime ideals 
p of a, it follows from theorem 1 that the ideal-quotients », exhaust all prime 
ideals of the class C). 

In what follows we shall need the following definition. We call the 
ring R almost zero-divisor free if (O) is a prime ideal in it.’* Accordingly, 
we shall call the ideal a almost zero-divisor free if a regarded as a ring is 
almost zero-divisor free. Evidently, the factor-ring A o is almost zero-divisor 
free if and only if o is a prime ideal in R. 

COROLLARY 2. The ring R is almost zero-divisor free if and only if at 
least one of the almost zero-divisor free ideals of R, say a, contains an ele- 
ment «(= 0) for which the equation 
(18) faa = (0) (0 + a@€a; SER) 
has the unique solution ¢— 0. 


Proor. First of all we know that aa, aa (a@€a, €p) are left (respectively 
right) ideals in a for which aq, ca not in p (cf."), therefore we have, by (5), 
(5’) Yq = (pia) = (pia), = (p:aa@) = (p:@a),. 

The statement of corollary 2 follows immediately from remark 4, since because 
‘of p—(0) and (5’), the fact that @—0O is the only solution of equation (18) 
is just the necessary and sufficient condition in remark 4. 

Here we give also an other proof which makes use only of lemma 4. 
The condition is necessary, for if the equation (18) had a solution p(==0, €R) 
for every element «(+ 0,€a),” then lemma 4 would imply #a—(0). As 


13 We obtain this statement applying the forme: inference in an inverse order. 

14 McCoy calls a ring with this property a prime ring. We prefer the above termi- 
nology, for every zero-divisor free ring is almost zero-divisor free; further, in an almost 
zero-divisor free ring R ab = (0) (with a, 6 ideals in R) implies a =(0) or b = (0); finally, 
if for the elements a,4(€R) we have «Rf =(0), then either «a =0 or 6=0, 

15 If the equation (18) has a solution 4(+ 0, € R) for some element a, then by lemma 
4 we have 6ag= (0), £a8=(0) for any element &(€a). 
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3Ra&ea—(0) holds for each «(-—0, €a), and «+0, ?=-0, therefore (0) 
is no prime ideal in R. 

In order to prove the sufficiency of the condition, suppose that R is 
not almost zero-divisor free. Then by definition there exist elements 0, o(==0) 
in R so that eRo = (0). We show that in this case the equation (18) has a 
solution @(+- 0, €R). The assumption implies eRoac — (0) (where ¢=- 0, €a). 
If cage = (0), the solution is @—o--0; if, however, oae=-(0), then we 
have, for any non-zero element «’ of aac, eRe’ = (0) and a fortiori oac’ = (0). 
Therefore, by lemma 4, we have ga=(0) and eaew—(0) («=90, €a), so 
the corresponding solution is now @=o=-0. Thereby we have proved co- 
rollary 2. 


§ 3. Results on complete prime ideals 


We have the following analogue of theorem 1: 


THEOREM 1’, Let a(=-(0), RY be an ideal in the ring R, and q a complete 
prime ideal in a. Then the ideal-quotient 4, 94:a is a complete prime ideal 
in R, and 
(19) qaNa—aq. 

If q== 4,4. is the only complete prime ideal in R, the intersection of 
which with a gives q. In that case q. can be given also in the following four ways: 
(20) a = (4: a): = (9: 4), = (9: @) = (Gq: @),, 


where « denotes an arbitrary element of a not contained in 4. 


Remarks 1—5 and corollary 1 are true for complete prime ideals in- 
stead of prime ideals. The proofs can be carried out in an entirely analogous 
way, therefore we omit to formulate them. 

We prove also the following lemmas: 

LEMMA 2’. If q is a complete prime ideal in R, for any 4 eUbHi S of R 
yMS=4q' is a complete prime ideal in S. 

Proor. It is obvious that q’ is an ideal in S. Suppose we have apenas > 
a, 8€S. Then a fortiori @8€q. As q is a complete prime ideal in R, we have 
«@ or PEq, and so @ or PEq’. ; 

Lemma 4’. Let a be an ideal in the ring R and q a proper complete 
prime ideal in a. Let @ denote an arbitrary element of a, not contained in q. 
If, some element 6(€R) satisfies 


(21) Baeq or apeq (c€a, €q; PER), 
then we have also s&€q, §€q for any element &(€a). I. e. we have (q:@1, 
(q:@),S(qi a), (9:0). 


Proor. (21,) implies (E@)a€q for any &(€a), so that q is a campletd 
prime ideal in a and @€4q, we have ES€q. In the special case E = @ we have 
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aBeq(cea, €q), whence S&€q follows as before. Starting from (21,) the result 
can be obtained in the same way. 


PROOF OF THEOREM 1’. By lemma 1, q is an ideal in R, so we can 
form.the ideal-quotients (20). 

It is obvious. that in case qa, a, =R is a complete prime ideal in 
R and (19) is also satisfied. 

In what follows we suppose q = a. As (q:a),S(q:@) and (q:a), (q:@),., 
the last statement of lemma 4’ implies 


(20’) (q:a):=(q:@) and (q:a),—=(q:@), (@€a, Eq). 
From (20’) and the last statement of lemma 4’ we conclude (q:@): S ((q: a), =) 
(q:@), and (q:@)-<((q:a),=) (q:@):; therefore we have 

(20”) (q:@): = (q:@), (« €a, € q) 

which, together with (20’) proves (20). 

In order to establish that q, is a complete prime ideal in R, by (20) it is 
sufficient to prove the same for (q: @). Therefore let 0, 9€R and oa € (q:e@), 
whence eocéq. If o@€q, we have oE(q: a). If oa=a'(Ea) does not 
belong to q, from e@’€ q we conclude, by lemma 4’, e@€ 4; so we have now 
@€(q:@), i.e. (q:@), and therefore q, is a complete prime ideal in R, in fact. 

(19) is only an application of (4) to the case when p= q is a complete 
prime ideal. 

Finally, we have to prove that q, is the only complete prime ideal in R 
whose intersection with a is gq. As every complete prime ideal is a prime 
ideal, this is a consequence of theorem 1. 

So we have completely proved theorem 1’. 

In the particular case q==(0) we obtain asa corollary of theorem 1’ the 
results of my paper [4]; here we state only [4] theorem 2: 


COROLLARY 2’. The ring FR is zero-divisor free if and only if there exists 
a zero-divisor free ideal a of R containing an element @(=+=0) which is no 
left zero-divisor in R. 


§ 4. Applications to the Schreier extension of rings 


By a Schreier extension of the ring P by the ring R we mean a ring X 
which contains an ideal P’ such that 
(22) R/P! ce R, Po ce P 
are satisfied. Evidently, P can be identified with P’, so that the results of the 


former sections can be applied to the ring SR, the ideal P and the factor-ring 
(R/P =) R. Here we limit ourselves to the formulation of some of the former 


results for the mentioned case. 
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THEOREM 2. A Schreier extension X of the ring P by the ring R contains 
a proper (complete) prime ideal if and only if either P or R contains a proper 
(complete) prime ideal. 

Further, all proper (complete) prime ideals of the ring Xt can be determined 
by the aid of the proper (complete) prime ideals of P and R.” 


THEOREM 3. A Schreier extension i of the ring P by R its almost zero- 
divisor free if and only if P is almost zero-divisor free and P contains an 
element «(= 0), for which the equation 


bPa =O (PER; «+0, €P) 
has the unique solution 8=0." 


(Received 10 August 1953) 
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O YACTHbIX UJJEAJIOB UW O MPOCTbIX UJEAJIAX 
O. LITEMHEJI, (Ceren) 


(Pe3 Me) 


Ecnw b—ngean B konbue R, a H—HekoTopoe nOAMHO>KeCTBO OT R, TO MbI HasbIBaeM 

WX 4YACTHbIM H O6O3HAYaeM Yepes b:H MHOKECTBO TEX SNEMEHTOB 8, AIA KOTOPBIX 
6BHOb u HBSb., 

Upedn p B konbue R HasbipaeTcCA MPOCTHIM, CCAM ANA AByX HAeanOB a ub KOnbUAa R 

u3 ab©p cnenyet, uro wan aCp nan bCp. 

Paspupad anbule pesynbTaT anmoucKOrO MaTemaTuka M. Harata, asTop noKasbi- 
BaeT Cnepfyroulee : : 

Ecau a(+R) upean B KOnbue R, a p—npocTow wpean B a, TO 4aCTHOe p:a ABAAeTCA 
€AMHCTBEHHBIM MIPOCTbIM HeaOM B R, nepeceyenue KoTOpOrO C @ PpaBHO p H ECAH G—OMHOCTO- 
PpOHHHH ufean BR, zaA KOTOporo g¥Na—=p, To qSp:a. 

Ha ocHose stow TeOpeMbI NOAyYaeTCA XOpOMMi OO3OP NpocTHIX HAeanoB KOAbUA R. 
MoxkKHO fanee 8afaTb NpocToe HeEOGxoAMMOe HM AOCTATOUHOe ycaoBMe ANA TOTO, 4TObEI (0) 
Obl MpOCTHIM upeanom B R. 

CosepmiewHo aHanOrM4Hble pesyAbTaTel NOMy4afOTCA B cnyyae, Kora p BNOMHE MpocToit 
ngean Ba. (Bnomne npoctTsiM MbI HasbIBAaeM ngean p KONbUA R, ecan u3 af p(a,@€R) 
cnegyeT, 4TO 1H60 @Ep, nn60 BE p.) 

Bce atm pesyabTaTbl MPHMeHHMBI K PacuMpeHMO N KOMbUA P Cc MOMOMIbIO KONbUA R. 


ON A SPECIAL KIND OF DUALITY IN GROUP THEORY. II 


By 
L. FUCHS (Budapest) 
(Presented by L. Révet) 


§ 1. Introduction 


In a recent note’ T. SzELE, A. KERTESZ and the present author have 
considered several problems arisen in connection with a special kind of 
duality in group theory and solved them for the case of countable abelian 
groups. The present paper is devoted to extending these results to abelian 
groups of arbitrary power. 

After laying down the notations and terminologies used throughout the 

discussions, we shall prove some preliminary lemmas which we shall need 
several times. Some of these lemmas have also certain own interest, since 
they state the possibility of a direct decomposition of the group G where the 
powers of the components are some cardinal numbers depending on G. Then 
we proceed to consider the problem of determining all pairs of F—S-dual 
groups, firstly for the case of p-groups (and hence for torsion groups), and 
secondly for mixed groups (§ 4 resp. § 5). Finally, in §6 we characterize 
all pairs of dual groups and all selfdual groups. It will turn out that a sur- 
prisingly great role is played by arguments of partly set-theoretic character 
and in the descriptions of the groups in question one has to use throughout 
cardinal numbers. 
We remark that there is, however, a certain gap in our results which 
lies in the fact that we did not succeed in giving an explicit form for the 
p-groups containing no elements of infinite height and having Property A, 
(see § 2). In the case of countable groups PRUFER’S famous theorem” settles 
this problem, the condition being unboundedness (for p = N,), but the general 
case seems to be rather difficult.” 

1 See [5]. Numbers in brackets refer to the Bibliography given at the end of this paper. 

2 Prirer [10]: A countable abelian p-group without elements of infinite height is 


the direct sum of cyclic groups. 

2a (Added in proof, 25 December 1953.) In the meantime T. Szete has proved that a 
p-group has Property Ap» if and only if the same is true for its basic subgroup. Since the 
basic subgroup is the direct sum of cyclic groups and for such groups it is quite obvious 
when they have Property Ap, this result fills out the gap of the present paper. 
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§ 2. Notation and terminology 


By a group we shall mean throughout an additive abelian group with 
more than one element. Groups will be denoted by Latin capital letters, their 
elements by a, g, h, x, while i, j, k, m, n willmean as usual rational integers, in 
particular p a prime and p,, p,,... the sequence of all natural primes. Small 
Gothic types such as », q, r, 8, t denote cardinal numbers. 

By O(a) we denote the order of a group element a. For a subset S of 
a group G, {S} and |S| will denote the subgroup generated by S resp. the 
power of S. The sign “+” is used to denote (besides group operation) direct. 


sum and for a cardinal number rea &) means the (discrete) direct sum of p 


groups, each isomorphic to a given group C. 

The cyclic group of order r will be denoted by 3(r) for 1S=rs~, 
while 3(p”) serves to denote the quasicyclic group (or group of type p~) 
and & the additive group of all rational numbers. It is known that each 
complete (or algebraically closed*) abelian group G (defined so as to satisfy 
nG = G for all non-zero integers n) is the direct sum of groups 3(p”) and &, 
and is a direct summand of every group containing it.‘ H is called a serving 
subgroup of G if for each a€H, the solvability of nx —a in G implies its 
solvability in H. B is termed a basic subgroup® of the p-group G if B is 
the direct sum of cyclic groups, is a serving subgroup of G and the factor- 
group G/B is complete. 

If G is a p-group then an element a in G is said to have the height 
k if k is the greatest non-negative integer for which p*x—<a _ is solvable 
in G. In case there is no maximal k of this property, then a is of infinite 
height. The zero element may be considered both as of finite and _ infinite 
height. In a p-group G all elements of infinite height form a subgroup G* 
and the factorgroup G/G* is called the first Ulm factor® of G. 

A subset S =(a,) of G, not containing 0, is said to be independent if 


for any finite subset a,,..., a, of S a relation 
ny a,+-::+ma,=0 (n; rational integers) 
implies n,a,—= ++» =m a = 0, i.e. ns =O in case O(a;) = oc and O(a,)|n: 


in case O(a;) is finite. By the rank R(G) of G we understand the cardinal 
number of a maximal independent system in G containing but elements of 
infinite or prime-power order; R(G) is an invariant of G and it is easy to 
see that R(G)—|G| provided R(G) = N. By the torsion free rank R,(G) 
resp. by the p-rank R,,(G) of G we mean the power of a maximal inde- 


8 Szece [11]. 

4 Baer [Il]. 

5 This notion is due to Kutikov [7]. 
6 Um [13] or Kurosu [9], p. 171. 
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pendent system containing but elements of infinite order resp. of order 
For a ‘p-group G, &,~(G) will denote _min R(p* G) and if R(G) = 


=R(pG)=---=R(p™'G)>A(p"G) =A,» ©, ‘then the — set R(G), 
R(pG),..., R(p"G) is called the set of invariants of G. In case A,~ (G) = 
= &(G), i.e. G has only one invariant, we shall call G regular. If G is an 
arbitrary torsion group or a mixed group and G; denotes the p,-component 
of G resp. that of the torsion subgroup of G, then we define &,,(G)—= R(G,), 
or more generally, Rp,(pi G) = R(p: Gi), and call the totality of the invariants 
of the p,-components G; taken for all primes p;, together with R,(G), the 
invariants of G. 

As in [5], we denote by S(G) and F(G) the set of all subgroups and 
the set of all factorgroups of G, respectively. Recall that we have called the 
groups G and H F—S-dual if F(G)—S(H), S—F-dual if S(G)=F(H), 
dual if they are both F—S-dual and S—F-dual, further, the group G is said 
to be selfdual if S(G)— F(G). 

Finally, we introduce a terminology. We shall say that a p-group G 
has Property A, if it can be mapped homomorphically onto a group A, with 


(1) A, = As(p) = S300") 


i.e. onta the direct sum of p groups, each isomorphic to the direct sum of - 
cyclic groups of order p, p’, ..., respectively. Considering that a homomorphic 
image of an element of infinite height is again an element of this property, 
it follows at once that a p-group G has Property A, if and only if its first 
Ulm factor possesses the same property. Hence we conclude that the problem 
of describing all p-groups with Property A, is equivalent to that of describing 
all p-groups without elements of infinite height having the same property. 
However, we did not succeed in getting a simple characterization of the latter 
type of group. We merely mention that if G is countable and p=), then 
PROFER’s fundamental theorem implies that the sought necessary and sufficient 
condition is unboundedness. (See footnote.) 


It is clear that each p-group of power =» is a homomorphic image of A,. 
This is the reason ‘why this type of group plays an important role in our 
investigations. Therefore A, is, in a certain respect, the dual notion of the 


algebraically closed p-group of power », 2 3(P*) (each p-group of power 
< p is a subgroup of the last group). 
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§ 3. Preliminary lemmas 


We shall several times make use of the following lemmas. 


Lemma 1. /f for a p-group G we have &,~(G)<R(G), i.e. G is not! 
regular, then G has a direct decomposition 
(2) G=6,+G, 
where G, is a bounded group and G, is a regular group such thatt 
K(G,) = KR, (G). 

Let m be the least integer with R(p”G) = R,»(G) = p. Using Zorn’ss 
lemma, we may construct a maximal serving’ subgroup G, of G having the: 
property p”G, = 0. Then, by a well-known theorem,° we get a direct decom-- 
position (2) for G. Here the rank of G, is not less than p, for p" G,—=p"G,, 
but it can neither exceed p. This latter statement follows immediately if one: 
takes into account the known fact® that an element of order p and of finite: 
height n may be imbedded in a cyclic direct summand of the group (the: 


order of this summand is p"*'), and that in a maximal independent system) 
of G, consisting only of elements of order p, the power of the set of elements: 
of height =m is evidently p. This establishes our assertion. (Observe that we: 
have in addition proved that by construction G, contains no elements off! 
order p and of height =m—1.) 


LEMMA 2. Suppose the group G contains a torsion group H with the: 
property that each infinite serving subgroup of H is contained in a direct 
summand of H having the same power.” Let F = G/H. Then G has a decom-- 
position G=G,+G, where G, is a subgroup of H and G, satisfies" 


(3) Rp, (Gy) S max (Ap (F), R,(F), B)- 


Before entering into the proof we remark” that, given any infinite sub-- 
group K of an arbitrary torsion group H, there exists a serving subgroup of; 
the same power |K\| containing K. Obviously, it suffices to prove this: 
statement only for p-groups. If A is an infinite subgroup of the p-group A} 


7 Observe that the property of being a serving subgroup is of inductive character..: 

8 Kutikov [6]: If in a p-group G, H is a serving subgroup and is bounded (i.e. the: 
orders of its elements are bounded), then H is a direct summand of G. 

® Kuxtkov [7], Prorer [10] and Kurosu [9], p. 164. 

10 It would be an interesting problem to characterize all groups with this property.: 
That there are p-groups not possessing this property may be shown by the instance off 
the torsion subgroup of the complete direct sum of the cyclic groups of order p, p®,..., 
respectively. The discrete direct sum of the same cyclic groups is a basic (and hence a: 
serving) subgroup of this group, but can not be imbedded in a countable direct summand.! 

‘If the p;-rank of F is infinite and not less than its torsion free rank, then equa- 
tion holds. 

2 This remark is due to Szete [12]. 
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and K is not yet serving, then in case the height k, of a€K (taken in H) is 
finite, we determine an element x, in H with p'ax,—a, while if the height 
kK, is infinite then we determine countably many elements x(n = 1,2, .. ) 


a 


such that p" x? —a. The elements x, resp. x”, taken for all @ in K, 
generate a subgroup K, of H containing K. Doing the same with K, in place 
of K, we get a larger subgroup Kk, and for K, we repeat this construction 
etc. The union of all subgroups K, K,, Ki,... is a subgroup of H which is 
clearly serving in H and has the same power as K. Therefore, if to each 
infinite serving subgroup S of H there exists a direct summand of H con- 
taining S and having the same power as S itself, then the same must be 
true for any subgroup of H whether it is serving or not. 

After this introductory remark let us take a generating system (ay) of F 
consisting of cosets modulo H whose order is either infinity or a power of 
a prime. (Clearly, there is no restriction in supposing that the set of a, of 
infinite order is not greater than max(A,(F),®).) From each coset @, we 
select an element a, of a possibly least order. Then the order of a, is again 
either infinity or a power of the same prime. Indeed, if O(a,) mod H is equal 
to p* and we had O(a,)=—p'n with t=s,n>1 and (n,p)=—1, then by 
solving the equation nu-+p': —1 for rational integers u,7, we would get 

a,=nuda,+piva,=—ai,tay with aé€H, O(a.)=p'< O(a,), 
in contradiction to the choice of a,. 

Now, let us-put -G —{a,,...,a,,...}, M=HNG,.and =denote by N 
the direct summand of H containing M and having the power |M| (if M is 
finite then |N| =N,). Then we have H=G,+N for some subgroup G, of 
H and by putting G,—{G’,N} we obtain G—G,+G, as an immediate 
consequence of the representations g = 1, a,-++ n,a.+ ++: +1. a. +h (g arbitrary 
in G,h€H) and h=h, +h, (A, € G,, hg€ N) as well as of the fact that G:n G, =0. 
We have still to verify the statement concerning G,. In order to do this, 
observe that, by our preceding remark on O(a,), the p;-component of G’, 
and thus also that of M, hasa power = max (R,,(F), ® ,,(F), No). The same 
must be true, of course, for N and hence for G,. Thus the proof of Lemma 2 
is completed. pe 

The latter lemma has an interesting consequence in the theory of infinite 
abelian mixed groups. It is well known that in this theory an important 
problem is to get criteria under which the torsion subgroup T of a mixed 
group G is a direct summand. A theorem due to S. FoMIN™ states that this 
is the case if n7—O holds for some natural integer n (simple counter- 
examples show that this condition can not be weakened). Now, the following 
problem arises: By weakening the condition n7=—O in a suitable manner, 

‘whether may one obtain a result stating that, though not the whole torsion. 


13 See Fomin [2]. 
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subgroup 7, but at least a “good portion” of it is a direct summand of the 
whole group? This question may be answered by the following 


CoroLiary. Suppose the torsion subgroup T of G is of the property 
that each infinite serving subgroup of H belongs to a direct summand of T 
having the same power. Then G has a decomposition G = G,+ G, where G, 
is a torsion group and |G,| = max(& ,,(G), No). 

In fact, our peccrhen. follows at once from Lemma 2, for now we have 
R (GT) =R,(G) and &,(G T) =0. 

Combining Lemmas : and 2 we are led to the following result. 

Lemma 3. Each mixed abelian group G has a decomposition G = G,+G, 
where G, is a torsion group whose p;-components are bounded and G, is a 
mixed group such that 
(4) Ry, (Gz) S max (Rpp(G), KH ,(G), No). 

For each prime p;, we take a direct decomposition (2) of the p;-com- 
ponent 7; of the torsion subgroup 7 of G and then choose for H the direct 
sum of the bounded direct summands of all 7;. In this case H is the direct 
sum of cyclic groups and thus possesses the property required in Lemma 2. 
(3) implies that (4) holds, indeed. 

We also mention an important property of p-groups which will play an 
essential role in our discussions. 


LEMMA 4. Each abelian p-group G contains a basic subgroup B such 
that R (G/B) = = KR,» (G). 


For the proof we refer to KULIKOv [8], Theorem 4.24, or Fucus [4], p. 275. 

A well-known theorem” states that any abelian group may be isomor- 
phically imbedded in a complete group which is uniquely determined (up to 
an isomorphism) if minimality is assumed. A partly less and partly more 
statement is enunciated in 


Lemma 5. /f G is an abelian group with No = RK, (G) =r = Rp,(G) = p 
for each i, then G is isomorphic to some subgroup of the complete group 
C= >R +22 30"). 


Proof on the same line as KULIKov’s elegant proof. G is clearly a 
homomorphic image of the group 


ee 23M) +R An(P) 


say, 
G=D/Z. 
If we imbed D in C in the obvious manner, then we see ‘that C Zasva 


M™ Kutikov [7], Kurosu [9], p. 151 and Szeve [11], 
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factorgroup of the complete group C is itself a complete group and the 
hypothesis p;=r ensures that C/Z can be imbedded in C, thus finishing 
the proof. 


§ 4. F—S-dual p-groups 


A complete characterization of all pairs of F—S-dual (and hence S—F- 
dual) p-groups is contained in the following theorem. 


THEOREM 1. Let G be an abelian p-group with R(G) =q and &, (G) =p, 
The p-groups G and H are F—S-dual if and only if they are of the form 
(5) G=G,+G,+G, and H = #H,+H,+H, 
where 

(i), ft. case.p == q; .G, =F, = 0; 

in case p<q: p”G,=p”"H, =0 for some natural integer m such that 

K(G,) = R(M,) = g and R(p* G,) = R(p* H,) (k =0, 1, ...) (thus G, and H, 
are direct sums of cyclic groups of bounded order); 

(i) G—= > 8(p*) with O=s =p; 

(iii) G, is a reduced and regular p-group of power » whose first Ulm 
Sactor has Property Ay,; 

(iv) Hy = 2 3(p"); 

(v) Hy; is an arbitrary reduced p-group such that 0 = A(H;) =p. 

PROOF OF NECESSITY. First of all we prove that 
(6) R(p* G) = K(p* H) forzk= 0) 152) a, 
Indeed, since H is a homomorphic image of G, we have A(p* G) = R(p*H) 
and, since G is isomorphic to some subgroup of H, we must also have 
R (p* G) = R(p* A). 

Now apply Lemma 1 to get 

G=G,+G’ and H=H,+H’ 

where G, and H, are bounded groups, p”G, =p” H, = 0, plainly of power q, 
and GQ’, H’ are regular groups of power yp. (If p—4q, we set G,—H, 0.) 
(6) implies R(p*G,) = A(p"H,) (k = 0, 1, ..., m—1) whence (i) holds, indeed. 

Next we decompose G’ end H’ in the form 

G’ =G,+G,, H’ = H,+ 4H, 
where G, and H, denote the maximal complete subgroup of G resp. H, and 
G,, H, are reduced groups. Statement (ii) is evident in view of the definition 
of p. In order to establish (iv), let us take a basic subgroup B of O’ satisfying 
the condition of Lemma 4. Then H, and hence H’, contains a subgroup 
isomorphic to G’/B > 3(p”), and since R,»(H) = », (iv) follows at once. 
p 


(v) needs no detailed. verification. 


20 Acta Mathematica 
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In order to establish (iii), we have only to prove that the first Ulm 
factor of G, has Property Ay whence it will also follow that |G,| = and G; 
is a regular group. First we observe that H,, and hence H itself, contains a 
subgroup isomorphic to A, in (1). By hypothesis, G must have a factorgroup 
G/F isomorphic to Ay. In view of the fact that the property of being of 
infinite height is invariant under homomorphic mappings, we infer G,<— F 
as well as GCF where Gj denotes the subgroup of G, consisting of all 
elements of infinite height in G, whence G,— G,/G} is the first Ulm factor 
of G,;. Therefore, A, is a homomorphic image of G,+-G, too, i. e. 
(G,+G,)/C ~ A, for some subgroup C of G,-+G,. If G, 0, we are ready. 
If not, we observe that the last isomorphism implies that the factorgroup 


(G,+G,)/p" C = G,+-(G,/p” C) 

may be mapped homomorphically upon A,. Under this homomorphism 
p”™ [G+ (G;/p” C)] = p” (G,/p" C) is mapped upon p”A,~ Ay. Hence we 
conclude that under the same homomorphism the image of G,/p”C has the 
property that if we multiply it by p”, then we get a direct sum of cyclic 
groups. By a former result* we hence conclude that the image of G,/p”"C 
is also a direct sum of cyclic groups, moreover, it follows at once that in 
this direct sum the set of the cyclic direct summands of order = p* has the 
power » for each natural k. This leads us to the conclusion that G, has a 
homomorphic image isomorphic to A,, that is, (iii) holds, in fact. 

PROOF OF SUFFICIENCY. Let the p-groups G and H satisfy the conditions 
(i)—(v). The case pq (when G,—H,=0) may easily be settled by 
observing that all p-groups of power =p (but no other groups) are sub- 
groups of H (moreover of H,) and the same groups (and no other ones) are 
homomorphic images of A, in (1) and hence (of G, and) of G. 

Turning our attention to the case p<q, let us first note that if F is a 
homomorphic image of G or a subgroup of H, then we clearly have 
(7) R(p* F) = R(p* G) = R(p* A) (k=0, 1, :<.). 
Conversely, let F be a p-group satisfying (7). Then, as in Lemma 1, one may — 
conclude that F may be decomposed into a direct sum F—F,-+ F, such that 
p" F,=0 and |F,|= yp. G and H must have a factorgroup resp. a subgroup 
isomorphic to F, for on the one hand F, and F, are homomorphic images 
of G, and Gy, respectively, while on the other hand they may isomorphically 
be imbedded in H, and H,, respectively. 

This completes the proof of Theorem 1. 

Theorem 1 at the same time characterizes all pairs of F—S-dual torsion 
groups, for plainly the torsion groups G and H are F—S-dual if and only 
if each of their p;-components G; and H; are F—S-dual. 


15 Fucus [3], Theorem 4: If nG(n+0) is the direct sum of cyclic groups, then the 
same is true for G. 
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§ 5. F—S-dual mixed groups 


We note that if G and H are F—S-dual groups, then H obviously 
must contain a non-zero torsion subgroup, but G may be torsion free. For 
the sake of convenience we agree to include this possibility into the case of 
mixed groups with which we shall be concerned in the present section. 


THEOREM 2. For an abelian mixed (or torsion free) group G we put 
R (G) =r, Ry (G) = 4, Re (G) = yi, ti = max (r, p,). 

The mixed groups G and H are F—S-dual if and only if they are 
of the form 

(I) in case r < &: 


(8) G=D3(-)+ LG, H= LR(~)+ DH. 


where n is an arbitrary natural integer and, for each prime p;, the p;-groups 
G; and H; are unbounded F—S-dual groups; 
(Il) in case r=: 
(9) G=G,+G,+G,, H=H,+H,+H,+ A, 
where 
(i) G,= > 3(~), i.e. a free abelian group of rank x; 


(ii) G. = >” > 3(p') with 1 =k: =m.< ~~, the asterisk indicating 
i q; 


that the summation is extended only over those primes p; for which 4; satisfies 
the inequality qi > ti; 

(iii) G; is of torsion free rank =r such that the p;-components U; of 
its torsion subgroup U satisfy: in case p; =x, U; is arbitrary with A(U;)) =r, 
and in case y;>vx, U; is a regular and reduced group satisfying R(U;) = »; 
whose first Ulm factor has Property Ay,; 


(iv) H, = > 8, i.e. a complete torsion free group of rank x; 
(v) H,= > > 3(p?) (a complete torsion group) ; 
Te 


(vi) H, is a torsion group such that &p,(pi G.)=Rp,(pi Hs) for 
hee 01, . xms 

(vii) H, is a reduced group such that & ,(H,) =r and &,,(H,) = ti. 

PROOF OF NECESSITY. We remark in advance that if G and H are 
F—S-dual mixed groups, then H must have the same torsion free rank x 
as G. Indeed, this follows by the same inference as we have applied in 

4, (6). oe 

: select in H a maximal independent system (4,) consisting of elements 
of infinite order; then 


S= {ees hey J =D {he} = 2 B(~). 
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By hypothesis, G has a factorgroup G/G’ isomorphic to S. Let g, denote 
arbitrary elements of G which are mapped upon the generators f, of the 
cyclic direct summands {h,} under some fixed homomorphism G~S with 
the kernel G’. As readily checked, one -has the decomposition 


G=G,+G with G= D> {g.}~ D> 3(~). 


We first consider the case when r is finite, say, rn >. Clearly, then 
G’ must coincide with the torsion subgroup 7 of G. 

Let W denote the torsion subgroup of H. Since by hypothesis G~H 
holds, we must also have G~H/W. The factorgroup H/W is a torsion free 
group of rank n, therefore the kernel of the homomorphism G~4AH/W con- 
tains T and, since G/T and H/W have the same finite rank, no element of 
infinite order may have an image of finite order under the homomorphism 
G/T~H/W. We hence conclude that the kernel in question is just 7: 


HW G/T= > 3(~) 


whence 
H=X-+W where X~ > 3(«). 

Next we show that the torsion subgroups T and W are F—S-dual. 
Let K be a homomorphic image of 7 and hence of G; then it is isomorphic 
to some subgroup of H and hence of W. Conversely, if K is some subgroup 
of W, then X+ K is a subgroup of H and thus a homomorphic image of G. 
Under a homomorphism G~X+-K the inverse image K* of K is a torsion 
subgroup considering that such a homomorphism preserves the torsion free 
rank n. On the other hand, K* obviously contains 7, thus K* == 7. This 
establishes the F—S-duality of T and W. 

Finally, no p;-component of W (and hence of 7) is bounded, for G has 
a homomorphic image isomorphic to G,/p* G, for each natural k. Hence the 
necessity of (8) is proved. 

Turning our attention to the case r = N,, we first take into consideration 
that G, is a free abelian group of rank r and therefore all abelian groups 
of power =r are homomorphic images of G, (and of G); for example, 
> % is also one. From the F—S-duality of G and H it follows that H has 


a subgroup M,, 
H, = 2, f. 


But such a group is, by a well-known theorem,‘ necessarily a direct summand 
of H: 
H=H,+H’ 


where we may assume that H’ contains no subgroup isomorphic to 9t. Hence 
(iv) is established. 
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Let H, denote the maximal complete subgroup of H’. By our last 
assumption, H, is a torsion group and therefore the direct sum of quasi- 


cyclic groups: 
| Hy = 3D 3(p"); 


here we must have 5;=r for each prime p;, in view of the fact that G, has 
a factorgroup and thus H has a subgroup isomorphic to = 3(p;*) for each 


prime p;. H, being a direct summand of H’, we obtain 
H=H,+H.+H"”. 


In order to complete the proof of assertion (v), we have still to show 
that 3; t;—max(r, pi). Evidently, ;=); follows from the fact that the p;- 
component 7; of the torsion subgroup 7 of G has by Lemma 4 a basic sub- 
group 8B; such that 7;/B; = 2, 3(p" ), and 7,/B; (as a complete group) being 


a direct summand of G/B,, G has a factorgroup and thus H contains a sub- 
group isomorphic to 2 3(p;'). The kernel of the homomorphism G ~ 2 3(P") 


necessarily contains the group K consisting of all elements of G hee (finite) 
orders are relatively prime to p;. The homomorphism G/K ~ 2 3(?) 


implies p;''(G/K) ~ > 3(p%) and since the torsion subgroup of pi"!(G/K) 


is a p;-group of power y, and the torsion free rank of the same group is r, 
we are led to the conclusion that 5; >t; is impossible. Thus (v) is true, indeed. 
We next apply Lemma 3 to the group QC’ to obtain 


G’ = Ge + G;. 


where G, is a torsion group whose p,-comiponents are bounded and G, has 
the property that R,,(G;) = t;. This property does not alter if we separate 
from G, those of its p,-components for which R,,(G,) = ti; and incorporate 
them into G,. Moreover, we may also assume that &»,(p;*G,) =O where m; 
is the least integer satisfying R,,(pi'' G’) — R,(G’). Then we see that G, 
becomes a group of the form (ii). 

Applying again Lemma 3, by the same argument as before we get for 
the group H” a representation 

H” = #H,+ A, 


where the torsion group H, has bounded p,-components which vanish for 
those primes p; for which g;=t,. Moreover, it is easily seen that there is no 
loss of generality in assuming that H, satisfies (vi). Then H, fulfils (vii). 
As regards assertion (iii), we first observe that no detailed discussion 
‘is necessary in case p,;=r, for then U; surely possesses the stated 


property. Therefore suppose p; > r. H, has a subgroup isomorphic to A), = Ar,, 
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and so the F—S-duality of G and H ensures the existence of a subgroup 
X; of G such that 
G/X; = Ay,- 


As A,, is a pi-group containing no elements of infinite height, therefore both 
of the groups" 


P= > L3H = Q= LU; +U? 
Jet 4; Je 

(here U; denotes the subgroup of U; consisting of all elements having infinite 
height) are contained in X;. In other words, Ay, is a homomorphic image of 


the -group 3 
G, + G,/G:’ + G,/Q. 
In this direct sum the second component being a bounded p,-group (or zero), 


the same inference as that used in the proof of Theorem 1 (at the end of 
the necessity part) leads us to the conclusion that also 


G= G, a G;/Q: 


has Property Ay,. Under a homomorphism G~Ay,,, the torsion subgroup T 
of 'G is mapped upon some subgroup A, of Ay,. Taking into account that 


the torsion free rank of G is just r which is now less than y;, it follows 
that R(p! A,) = p; for k = 0, 1,.... But A, as a subgroup of A,, is necessarily 
again the direct sum of cyclic groups” and therefore we obtain that T 
— wnich is plainly isomorphic to the first Ulm factor U;/U* of U; — has 
Property A,,. Hence it also follows that U; is a regular p;-group. 


PROOF OF SUFFICIENCY. At first we show that G and H in (8) are 
F—S-dual. Let F be a factorgroup of G; then ® ,(F) r=, furthermore, 
the factorgroup F/V of F with respect to its torsion subgroup V is a 
homomorphic image of G and hence of G/7. Therefore, F/V is the direct 
sum of r infinite cyclic groups and we arrive at a representation 


(10) Fez 2) B(oo) + V. 


Here V is a homomorphic image not only of i» 3(x~)+T, but also of 7, 


for the p-components 7; of 7 are by hypothesis unbounded pi-groups having 
F—S-dual pairs. Thus V may be imbedded isomorphically in W, consequently, 
F is isomorphic to some subgroup of H. 


‘© The sum with the asterisk in the definition of G\’ has the same meaning as in 
Theorem 2, (ii). 

’ Kutikov [7] and also Fucus [3]. — Let us observe here that in the formulation of 
Theorem 3 in [3] the notion of subdirect sum is to be understood as a subgroup of the 


discrete direct sum (the footnote explaining this terminology, differring from the usual one, 
was unfortunately omitted). 
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Conversely, let F be a subgroup of H. Taking into account that now 
F/V = F (Wn F) ~{F, W}/W is isomorphic to some subgroup of H/W, we 
arrive again at (10). Since V (V@ W) must be a Komomorphic image of 7, 
F is evidently isomorphic to a factorgroup of G. 

Turning our attention to case (II), let us suppose that G and H in (9) 
satisfy (i)—(vii). Let first F be a factorgroup of G; then we necessarily have 

R(F)Sr and &,,(p; F)< max (tr, &,,(p" G)) (k=0,1,...). 
We denote by Kc the greatest non-negative integer k with &,,(p F) > ti; 
obviously, k; = m;. By Lemma 3 we get a decomposition 
(11) Fo F'+F" 
where the p;-components F/ of F’= ” F/ are bounded (p)‘F/—=0) and 
R,,(F”) =t;. Then, evidently, F’ must be isomorphic to some subgroup 
of H;, and since, by Lemma5, F” is isomorphic to some subgroup of 


H,+ H,, we have proved that F may isomorphically be imbedded in H, ’ 
indeed. 


In order to prove the converse, assume F is a subgroup of H. Then, 
obviously, 


R(F)=r and &,,. (pi F) =&,,(p' H) (k=0,1,...). 


We may again represent F in the form (11) with the same conditions on F’ 
and F”. Now F’ must be a homomorphic image of G., it is therefore enough 
to show that F” is a homomorphic image of G,+G,. But — as readily 
seen — this will follow at once if we can show that 


Ble) +D Ay (P) 
is a homomorphic image of G,+G,, or more simply, 
M= >" A,,(pi) 
por 


is a homomorphic image of G,. By hypothesis, for the U; with p;>r there 
is a subgroup Q; in U,; such that 


U;/Q: = Ay,- 
Obviously, U/Q is the torsion subgroup of the group G, Q where 


Q= 2° Q4+2U; 
qt ==t 


and clearly U/Q Py A,,. For the group G,/Q, all conditions of Corollary 

to Lemma 2 are satisfied, consequently, there exists a direct decomposition 
G/Q= X/Q+¥/Q 

where X/Q is a torsion group and Y/Q is of power =r. Thus X/Q is on 


312 L. FUCHS 


the one hand a homomorphic image of G,/Q, and on the other hand (as a 
subgroup of U/Q) the direct sum of cyclic groups which must have, for 
obvious reasons, M as a homomorphic image. 

This completes the proof of Theorem 2. 


§ 6. Dual and selfdual groups 


The preceding discussions make possible to settle the problem of 
determining all pairs of dual groups and all selfdual groups. The following 
lemma enables us to reduce this problem to the case of selfdual groups; 
this lemma has been proved in [5], but for the sake of completeness we 
reproduce here its very simple proof. 


LEMMA 6. Two arbitrary groups G and H are dual if and only if they 
are selfdual and their standard manifolds coincide. ** 


It is plainly sufficient to verify that the duality of G and H implies 
S(G) = S(H). But this is a trivial consequence of the fact that, as G is a 
factorgroup of itself, G (and therefore every subgroup of G) is isomorphic to 
some subgroup of H, and conversely. Q.e. d. 

Let us now consider a selfdual p-group G; we set &,(G)=—q and 
R,«#(G)==p. Then, by Theorem 1, G must have the form G—G,+G,+G, 
where G, is a bounded group, G,— > 3(p*) with O=s=p and G, is a 


reduced group of power p whose first Ulm factor has property A,. But now 
G must also satisfy the conditions given for H in Theorem 1. Consequently, 
G, as the maximal complete subgroup of G fulfils (iv) whence =p. Thus 
we are led to the next theorem whose sufficiency part is by Theorem 1 quite 
obvious: 


THEOREM 3. Let G be an abelian p-group with R(G) = 4 and R,(G) =p. 
G is selfdual if and only if it has the form 


(12) G=G,+G,+G, 
where 
(i) in case p=: G,=0, 
in case p< q: G, —>' 3(p’) (lsk=m<oc), i.e. the direct 
q 


sum of cyclic groups 0) bounded order, the power of the set of components 
being 4; 


(i) GL 3@); 


(iii) G, is @ reduced and regular p-group of power » whose first Ulm 
factor is of Property Ay. 


'8 The standard manifold of a selfdual group G is the set $(G) — F(G). (Cf. [5].) 
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Let us turn to the case of mixed selfdual groups. Let G be sucha group 
and put &,(G)=r, &,,(G)=4qi, R,»(G) =. 

If r—n_ is finite, then Theorem 2, (I) implies that G must have the 
form (8) where now evidently the p;-groups G; and H; are unbounded and 
dual to each other. 

If r is infinite, then, by Theorem 2, (II), G is of the form G=G,+G,+G* . 
where G,,G, and G; satisfy (i), (ii) and (iii), respectively. Theorem 2 also 
implies that G necessarily contains subgroups G, and G, isomorphic to H, 
and H, given by (iv) and (v), respectively. Considering that G,+-G, is a 
complete group and G,+G, is reduced, we infer that G,+G, is a subgroup 
and hence a direct summand of G},G}= G,+G,+G,. This also implies 
t:—p:, that is to say, »;=r. Now take into account that condition (iii) on 
G; implies that G, has to satisfy (iii). This establishes the necessity of the 
condition contained in 


THEOREM 4. Suppose G is a mixed group with & ,(G) =r, R&,(G)=4i, 
KR,2(G)=pi. G is selfdual if and only if it is of the form: 
(1) in case r<N,: 


(13) G=23(~)+ 26. 


where G; is an arbitrary selfdual unbounded p;-group (covered by Theorem 3) 
and n is an arbitrary natural integer ; 

(Il) in case r=): | 
where 

(i) G, = >) 3(~), i.e. a free abelian group of rank r; 


(ii) G,= >” > 3(p') (with 1=k=m; <>), the asterisk indicating that 
i qj 


the summation is extended only over those primes p; for which 4; satisfies the 
inequality qi > vi; 

(iii) G;,=> &, i.e. a complete torsion free group of rank x; 

(iv) p:2=r holds for each i and Gi=— D2 3(0"); eS: 

(v) G, is of torsion free rank =r so that each p; “component U; of its 
torsion subgroup U satisfies: in case ~pj=t it is arbitrary with R(U)) =f, 
and in case p;>vx, U; is a regular and reduced group of power »; whose first 
Ulm factor has Property Ay,. 

The sufficiency of the stated condition is an immediate consequence of 
Theorem 2, because G has all the properties of the groups G and HZ in that 


theorem. 
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Our final result characterizes all pairs of dual groups. In view of 
Lemma 6, from Theorems 3 and 4 we obtain: 


THEOREM 5. The abelian groups G and H are dual if and only if they 
are selfdual and their corresponding invariants coincide. 


As a matter of fact, selfdual groups with the same invariants have the 
same form (12), (13) or (14), implying duality. The converse is trivial. 


(Received 15 August 1953) 
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EINE BEMERKUNG UBER DIE CHARAKTERISIERUNG 
DER ,KLASSISCHEN’ ORTHOGONALEN POLYNOME 
Von 
J. ACZEL (Debrecen) 

(Vorgelegt von P. Turdn) 


1. Es sind zahlreiche Untersuchungen bekannt, die Eigenschaften angeben, 
die fiir die sog. klassischen, d.h. die Jacobischen, Laguerreschen und Hermite- 
schen Polynome gleichzeitig charakteristisch sind (vgl. [19]). 

Z. B. wurde gefunden, daf nur diese solche Ketten orthogonaler Poly- 
nome bilden, deren Ableitungen wieder ein System von orthogonalen Polyno- 
men geben ({9], [11], [12], [13], [15], [16], [22], [24]). Auch die besondere 
Gestalt der erzeugenden Funktion ({9], [10]) und der Rodriguesschen Formel 
({8], [9]) wurde zur Charakterisierung herbeigezogen, obzwar auch fiir andere 
Systeme orthogonaler Polynome erzeugende Funktionen bzw. Rodriguessche 
Formeln angegeben werden kénnen ({8], [9], [10]). 

Die Polynome, die eine homogene lineare Differentialgleichung zweiter 
Ordnung erfiillen, wo der Koeffizient der Funktion selbst noch von n (dem 
Grade des Polynoms) abhangt, werden in mehreren Arbeiten ({3], [9], [23], 
[24]) angegeben. Diese Bedingung wird auffer den klassischen noch von 
einer Anzahl anderer Polynomensysteme erfiillt, und, *insbesondere wenn man 
auch die Abhangigkeit der iibrigen Koeffizienten von n erlaubt, so geht die 
so charakterisierte Klasse von Polynomen weit iiber die klassischen hinaus 
({1], [4], [9], [18]). In diesem Zusammenhang kénnte es wohl nicht allzu 
schwer sein, die folgende Vermutung zu beweisen: die klassischen sind die 
einzigen solchen Orthogonalpolynome, die Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung des Sturm—Liouvilleschen Typs geniigen. 

Eine groBe Anzahl von Arbeiten enthalt andererseits Beweise, dafi die 
sog. Pearsonsche Differentialgleichung 

p(x) __ L(x) 

p(x) Q(x) 
(wo L(x) bzw. Q(x) Polynome von héchstens erstem bzw. zweitem Grade 
sind) mit Randbedingungen z. B. 


lim Q@)pQ)— lim Q@)p(x)=0 
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oder mit Voraussetzung der Endlichkeit aller Momente von p(x), die Gewichts- 
funktionen p(x) der klassischen orthogonalen Polynome vollstandig bestimmt 
({5], [6], [7], [14], [17], [20], [21]). Auch hier entstehen tibrigens auch andere 
Arten orthogonaler Polynome, falls die allgemeinere Pearsonsche Differential- 
gleichung postuliert wird ((2]). 

Der Verfasser der vorliegenden Arbeit hat sich — noch ohne Kenntnis 
der obenstehenden Resultate — das Ziel gesetzt, die klassischen Polynome 
und nur diese, durch natiirlich erscheinende und in der Entwicklung der 
Theorie dieser Polynome auch sonst benutzte Figenschaften (z. B. Rodrigues- 
sche Formel, Differentialgleichung, Orthogonalitat) zu charakterisieren. 


Das Resultat dieser Untersuchungen ist in der folgenden kleinen metho- 
dologischen Bemerkung enthalten, die auch fiir Unterrichtszwecke geeignet zu 
sein scheint. 


2. Ein oft verfolgter Weg zur Behandlung der Jacobischen, Laguerre- 
schen und Hermiteschen Polynome ist der folgende (z. B. [25]): 

Man definiert die Folge von Polynomen R,,(x) durch eine Rodriguessche 
Formel der Gestalt : 


us.(x) 
P(x) 
Hieraus erhalt man die Differentialgleichung dieser Polynome, indem 


aus dem Zusammenhang der spezialen Gestalt der Funktion w,(x) mit der 
ihrer Derivierten das Bestehen einer Gleichung 


Q(x) ui, (x) = L(x) un (x) 

folgt, woraus durch (n+ 1)-malige Derivation eine lineare Differentialgleichung 
(n+ 2)-ter Ordnung fiir w,(x) entspringt. Laut der Leibnizschen Regel fiir die 
n-te Derivierte eines Produktes enthalt diese Gleichung dann und nur dann 
die Derivierten u"*?), u'+), uw und nur diese, d. h. wir erhalten (vgl. R)) eine 
(homogen lineare) Differentialgleichung zweiter Ordnung fiir R,(x) genau 
dann, falls L(x) bzw. Q(x) Polynome héchstens von erstem bzw. zweitem 
Grade sind. Also soll in 


D) Q (x) un(x) = L(x) un (x) 
Q(x) héchstens quadratisch, L,(x) linear sein. — (Dies ist wieder die Pear- 
sonsche Differentialgleichung, der aber hier u,(x) geniigen muB.) 


Endlich wird die Orthogonalitat dieser Polynome durch n-malige partielle 
Integration in 


R) R,.(x) = 


b b 


|r) Rul) Ru(x)dx = | ul(X)Ra(x)dx —— (m<n) 


gezeigt (a und 6 sind endliche oder unendliche reelle Integrationsgrenzen). 
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Dies erfordert, daB die ausintegrierten Teile des Ausdruckes verschwinden, 
da dann 


b b 


Jee) R,.(x) Rn(x)dx = (—1)" | Un (x) RS? (x)dx = (m<n) 


wird. Dies ist dadurch gesichert, daB 

O) die Funktionen u,(x) in den zwei verschiedenen (endlichen oder unendlichen) 
reellen Punkten x =a und x = 6 Nullstellen n-ter Ordnung besitzen (n = 1; 2,...), 
undzwar, falls etwa b= oe ist, so mufh lim u,(x)x* = 0 fiir jedes k>0 gelten. 


Hieraus ersieht man gleich, dab p(x) “die Gewichtsfunktion und (a, 6) 
das Orthogonalitatsintervall unserer Polynome darstellt. 

Im folgenden wollen wir zeigen, daB die klassischen Polynome voll- 
standig charakterisiert werden durch die Bedingungen R), D) und eine weniger 
strenge Form N) der Bedingung O), in der nur die Existenz zweier gemein- 
samen endlichen oder unendlichen reellen (wenigstens) einfachen Nullstellen 
a,b von u,(x) fiir jedes n=1 gefordert wird. 


3. Wir beweisen also den folgenden 


SATz. Geniigt eine Folge von Funktionen u,(x) der Differentialgleichung 
D) Qu (x) Un (x) = Ln (x) u(x), 


wo L,(x) bzw. Q,(x) Polynome von héchstens erstem bzw. zweitem Grade sind, 
und gilt: 
N) alle u,(x) (n21) besitzen wenigstens zwei verschiedene endliche oder 
unendliche reelle Nullstellen a,b gemeinsam, 
gibt es ferner eine Funktion p(x) derart, daf fiir jedes n 


(n) 
R) HS — Rls) 


ein Polynom von genau n-tem Grade ist, 

— dann ist {R,} eines der drei klassischen Systeme orthogonaler Poly- 
nome, ndmlich das Jacobische bzw. Laguerresche bzw. Hermitesche, je nachdem 
die Polynome Q,(x) von zweitem bzw. erstem bzw. nulltem Grade sind. 

Die Gewichtsfunktion der orthogonalen Polynome R, wird p(x) sein und 
ihr Orthogonalitatsintervall fallt mit dem intervali [a, 6) der Nullstellen der 
Funktionen u,(x) zusammen. 


BeweEls. Wir lésen die Pearsonsche Differentialgleichung D): 


un(x) _— Ln(x) L,.(x) 
isa) 7s On)’ ux) exp| { 54 3 ax). 


Jetzt unterscheiden wir drei Falle, je arihs 
1) Q,(x) von genau zweitem Grade ist, 

2) Q,(x) linear ist, 

3) Q,(x) konstant ist. 
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Hatte Q,(x) im Falle 1) keine oder nur eine (doppelte) reelle Wurzel, 
so wire die Bedingung N) — wie man leicht einsieht — nicht erfiillt. Hat 
dagegen Q,(x) zwei verschiedene reelle Wurzeln a,, 6,, so kann man 
schreiben : 


; Pr) 
Ib (x) (1an Bn Cy Pu 


Q(x) rT X—Q) x—b, xXx—An b,—x y 


Ig ) dx == a, In (x—an) + & In (6,—x) +n, 


Un (x) = C(x —an)™" (6, —x). 
Wegen N) gilt, wie man gleich sieht, ¢,>0, 3, >0 (n=1) und die a,, 
b, sind unabhangig von n: 
uy, (x) = C,,(x— a)" (b—x)"". 
Da aber laut R) (n= 0) 
U(x) 
P(x) 


—= R,= konstant 
sein soll, wird 


px) =F (x—a)"(b—xf 


sein mit den verkiirzten Bezeichnungen 


=a, B=. 
Dann muf aber wieder wegen R) fiir jedes n 
n\n onl f : 
Lear O= Nl _ p(y (x, — ©: 
(x—a)"(6—x) Co 


eine ganze rationale Funktion n-ten Grades sein, was nur dann eintrifft, 
wenn fiir jedes n 


@,=ae+n, @=P+20 
ist. 


(Es kann namlich 
(x—a) “(b—x)*[(x—a)™ (6—x)**] = 
= (x—a)™""*(b—x)?""® eg(x—a)" + (x —a) (6—x) P,,-2(x) +.¢,(b—x)"] 
nur dann ein Polynom n-ten Grades sein, falls einerseits «, + 8,—a——2n, 
anderseits «@,—n—a«=0, 8,—n—f=0 ist, woraus «,=—a-+n, 8,—6-+n 


folgt.) 
Das heift: die Polynome 
Ru(x) = Ku(x—a) “(b—x) *[(x—ay™"(O— 2) Y= f(x) 
(a >—1,8>—1) 
sind bis auf eine lineare Transformation’ mit den Jacobischen Polynomen 


identisch. Die Gewichtsfunktion ist hier (x—a)*(b—x)*, das Orthogonalitats- 
intervall ist [a, 5}. 
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Im Falle 2) wird ebenso: 
Li(x) __ yt Zap 


Qu(x) X—da,’ 
dx = A,x+ea, In(x—a,)+ cy, 


| L(x) 
J Qn(x) 
Uy (x) = C,(x—a,)"" e*"* = C,(x—a)™ e4"” (a, =a, A, + 0), 


p(x) =O (x—ayte* («—«, Ay—A), 


[(x—a) e** | Ci 
K,,  (x—aye* = R,,(x) (K, -&%| 
An, =A, a, =a+a, 

Ro(x) = Kn(x—a) “e [(x—ay""e" J = E(x) (@>—1) 
und dies sind eben die linearen Transformierten der allgemeinen Laguerreschen 
Polynome mit der Gewichtsfunktion (x—a)*e*” und dem Orthogonalitatsinter- 
vall [a, 0) bzw. (—~, a], je nachdem A <0 ist. 

Endlich kann im Falle 3) 


Li(x) ” 
L(x) <5 2 
Q,.(x) dx ae a A, (x—B,) -+ Ch , 


=i Wea es 2 
° u,,(x) == Cie n@ — 
geschrieben werden, wo 
A, >0 


sein muB, da sonst u,,(x) entgegen N) iiberhaupt keine, weder endliche, noch 
unendliche Nullstellen besitzt. Aus R) folgt wieder 


px) = pre-mem (A, =A, By = B), 


A,=A, B,=B, 
R, (x) = Kne4@-® [e-4@-Br] — H,,(x). 

Dieser Fall ergibt also die (linear transformierten) Hermiteschen Polynome 
mit der Gewichtsfunktion e-4@-#” und dem Orthogonalitatsintervall (— oe, 0). 

Hiermit ist also der Beweis vollendet. 

Man bemerkt, daB N) nur zur Absonderung von drei Funktionentypen 
(komplexe oder zusammenfallende Wurzeln in 1), negatives A in 3)), sowie 
zur Begriindung der Beschrankungen @>—1, 6>—1 benutzt wurde. 

Verglichen mit der tblichen Behandlungsweise, die die Giiltigkeit der 
Pearsonschen Differentialgleichung fiir p(x) fordert (vgl. 1.), sind unsere 
Forderungen starker, dagegen scheinen sie mehr natiirlich zu sein, als die 
dort geforderten Bedingungen. 

(Eingegangen am 2. November 1953.) 
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SAMEMAHUE K XAPAKTEPH30BAHHIO KJIACCHYECKUX 
OPTOrOHAJIBHbIX MHOTOWIEHOB 


A. ALEJ (e6peuen) 


(Pe3t0 Me) 


B wacroaujei pa6ote pawTca cBoucrBa xapakTepu3yolulne MHOrOWIeHbI AKOOn, 
Jlareppa “ Opmuta, WH TOABKO 9TH TPH KNACChI MHOrOUNeHOR. OTH CBOMCTBA: optoro- 
HAMbHOCTb, CYUCCTBOBAHHE OAHOPOAHOTO AMHeHHOTO ANddepeHuMaNbLHOrO ypaBHeHHA BTOPOrO 
nmopaqKa, H dopmyapi Pogpureca. 

Tounee roBpopsA, 3TH NOAHHOMBI fONycKawT npejctapnenwe B BHAe YaCTHOrO Nn-On 
MPOHSBOAHOH HEKOTOPOK cpyHKuHH U,,(x) H BECOBOH dbyHkunn p(x) . u,(x) uMeeT AA BCAKOI 
n>O ppe oOume (KOHeYHBIe HK GeCKOHeYHDIe) KOPHH, H OHA YAOBIETBOPAET OAHOPOAHOMY 
JMHeHHOMYy AMdpepeHuManbHOMy ypaBHeHHtO NepBoro nopsgKa, NepBbi KOadppuUneHT KOTO- 
poro eCTbh MHOFOUeH HE BbILWe BTOPO CTeNeHH, a BTOPOK KOapUUHEHT NONHHOM He BHIWe 
nepBou cTeneun. 

Hanaraiotca TawKe Apyrue OTHOCALIHeECA K STOMy KPyry BONPOCOB pesyabTaThl, 1 
popMyMpyeTca rHnoTesa, YTO TOABKO 3TH TPH KACCbI OPTOTOHANbHBIX NOAMHOMOB yAOBNeT- 
BOPAIOT ypaBHeHuto BTOpPOrO nopsayKa Tuna LItypma—JInysunns. 
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